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VI fndice general

Este apunte de Algebra lineal fue escrito como soporte del curso Algebra IIT de la Universidad de
Santiago de Chile durante el segundo semestre del afio 2020. A falta de una mejor manera de comunicar

los contenidos de manera online, mucho material fue creado y finalmente compilado en este apunte.

Los contenidos de este apunte cubren en detalle los primeros cuatro capitulos de la malla curricu-
lar que puede encontrarse en http://www.ingemat.usach.cl/images/ALGEBRA_III.pdf. El primer
capitulo se centra en recapitular conceptos basicos de espacios vectoriales y calculo matricial.

El segundo capitulo tiene como objetivo el estudio de operadores. Es decir, de transformaciones
lineales de un espacio vectorial en si mismo. La primera parte del capitulo estudia la nocién de dia-
gonalizacién, en tanto que la segunda parte estudia la existencia de formas més generales, tales como
formas triangulares o la forma canénica de Jordan.

El tercer capitulo estudia espacios vectores que han sido dotados de una estructura adicional
geométrica llamada producto interno. Los contenidos son desarrollados en gran generalidad y se avocan
a estudiar los llamados “teoremas espectrales” que permiten representar cierto tipo de operadores de
manera muy sencilla en una base ortonormal.

El cuarto capitulo estudia en més detalle la representacion matricial de las estructuras bilineares
o sesquilineares sobre un espacio vectorial. Se estudiardan las condiciones matriciales que codifican
propiedades sobre éstas estructuras. Finalmente se estudiaran las formas cuadraticas y se estudiara
una aplicacién de éstas a la clasificacion de las secciones conicas.

El quinto capitulo se centra en problemas reales que ocurren al intentar utilizar herramientas de
algebra lineal para resolver problemas con computador. Estudiaremos métodos que permiten minimizar

errores y estimarlos.

Tan solo una pequena parte de los contenidos de éste apunte son produccién original del autor.
La versién preliminar de este apunte se basa sobre unas notas de Leonardo Dinamarca. El capitulo 2
estd ampliamente basado en los contenidos de [Lan87] y en menor medida en [Lay16]. Los capitulos 3
y 4 son reformulaciones de [HK71] y la mayor parte de los ejercicios fueron obtenidos de ahi. También
hay influencia de contenidos de [Gre75] y [HI17].

El lector debe tener en cuenta que probablemente resten muchos errores tipograficos en el apunte.

Si encuentra algin error o desea mejorar el apunte, puede enviar un mensaje a

sebastian.barbieri@usach.cl
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Capitulo 1

Preliminares

Repasaremos brevemente algunos conceptos bésicos sobre matrices para fijar la notacion.

Definicién 1.0.1: Cuerpo

Un cuerpo K es un conjunto provisto de dos operaciones, la suma +: K x K — K y la multipli-
cacién -: K x K — K que satisfacen:

= (K, +) es un grupo abeliano con neutro 0.

= (K\ {0},-) es un grupo abeliano con neutro 1.

» 0-a =0 para todo a € K.

" a-(b+c)=a-b+a-cparatodo a,b,c € K.

Los cuerpos que consideraremos en este curso seran siempre Q, el cuerpo de los nimeros racionales,
R, el cuerpo de los niimeros reales, y C el cuerpo de los niimeros complejos. En el caso en que no
queramos precisar el cuerpo en el que estamos trabajando tan solo lo denotaremos por K y asumiremos

que es un cuerpo arbitrario.

Definicion 1.0.2: Matriz

Una matriz de dimensiones m por n sobre el cuerpo K, es un arreglo A = (a; ;j)1<i<m,1<j<n de

valores en K que representamos como un arreglo 2-dimensional de la forma

a1,1 ai,2 coo a1,n

az.1 as 2 coo a2.n
A =

am,1 Am2 ... (Gmn

Dada una matriz A de dimensiones m por n y una matriz B de dimensiones n por ¢, el producto

de Ay B es la matriz AB de dimensiones m por ¢ dada por

n
(AB); i = Zai,jbj,k para todo 1 <i<m,1 <k </
k=1

Denotamos el conjunto de las matrices de dimensiones m por n sobre el cuerpo K como M,, ,, (K).
En el caso en que m = n, escribiremos simplemente M, (K). Notemos que en este caso la multiplicacién
define una operacién entre elementos de M,,(K) que lo convierte en un monoide cuya identidad es la
matriz identidad I que consiste de 1 en la diagonal y 0 fuera de ella.

Denotaremos el subconjunto de matrices invertibles de M,,(K) como GL, (K), el cual forma un
grupo con la operacion de multiplicacién de matrices que se denomina grupo general lineal.

Asumiremos que el lector ya conoce operaciones matriciales elementales como el método de pivotes

de Gauss, asi como su aplicacién para resolver sistemas lineales de ecuaciones.
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Definicion 1.0.3: Determinante

Dada una matriz A = (a; j)1<i,j<n € Mn(K), su determinante se define de manera inductiva

como sigue:
m Sin=1, det(A) =aq,1.
= Sin>1

det(A) = Zn: au(—l)i*l det([A]l,i).

Donde [A];,; denota la matriz que resulta al quitar la fila 1 y la columna ¢ de A.

Recordemos que una matriz A € M,,(K) es invertible, si y solamente si det(A) # 0.

1.1. Espacios vectoriales

Definicién 1.1.1: Espacio vectorial

Un espacio vectorial sobre el cuerpo K es un grupo abeliano (F,+) junto con un producto
escalar - : K x £ — E que satisface:

= (A\+ )z =Xz + Pz, para todo \,f €Ky x € E.

= ANz+y)=XMx+ \y, paratodo A e Ky z,y € E.

= \(Bx) = (\B)z, paratodo \,f e Ky z € E.

» lx =z, para todo = € F.

Nos enfocaremos mayoritariamente en el caso donde K = R o K = C. Si no especificamos el cuerpo

sobre el cual estd definido un espacio vectorial, asumiremos por defecto que es R.

Ejemplo 1.1.2

El espacio E = R™ que consiste de tuplas de elementos en R es un espacio vectorial sobre R con

= la suma dada por

(x1,~~~7$n)+(y1,-~-,yn):(-Tl +y1,-~';$n+yn)a

para todo (z1,...,%n), (Y1,.--,Yn) € R™.

= la multiplicaciéon por escalar dada por
¢ (x1,...,xy) = (cx1, ..., cTp),

para todo ¢ € R, (z1,...,2,) € R™.

Ejemplo 1.1.3 ]

El espacio E = R[z] de polinomios a variable real con coeficientes reales, con la suma de

funciones y la multiplicacién por escalar usual, es un espacio vectorial sobre R.

El objeto de estudio del algebra lineal es un tipo especial de funcién entre espacios vectoriales

llamada transformacién lineal.
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Definicion 1.1.4: Transformacion lineal

Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una funciéon T': E — F es lineal

si satisface que para todo a,b € Ky todo z,y € E,

T(azx + by) = aT'(z) + T (y).

Observacién 1.1. A las funciones lineales se les dice también “transformaciones lineales”. En el caso

en que el espacio de llegada y de partida sean el mismo, se les llama “operadores”.

[ Ejemplo 1.1.5 ]

Para cada matriz A = (a; j)1<i<m € Mmxn(R) la aplicacién T4 : R™ — R™ dada por
1<5<n

n
[Ta(z1,...,20)) = [Az]; = Zai,jﬂ% para 1 < i < m,
j=1
es una funcién lineal. De hecho, toda funcién lineal entre estos espacios puede representarse de

esta forma.

Ejemplo 1.1.6 ]

Sea E = C([0,1],R) el espacio vectorial de funciones continuas de [0,1] a valores en R. La
funcién T': E — R dada por

T(f) = / f() dz,

es lineal.

Ejemplo 1.1.7 ]

Sea E = CY(R",R) el espacio vectorial de funciones diferenciables de R™ en R. Para todo
xo € R™, denotamos V(f) el gradiente de f. La funcién T, : E — R™ dada por

Two (f) = V(f)(xo),

es lineal.

Observacidn 1.2. Si fijamos una funcién f: R™ — R diferenciable, el gradiente V(f)(z) como funcién
de R™ no es una transformacién lineal, sin embargo el ejemplo anterior muestra que el gradiente en un

punto g € R™ como funcién de la funcién diferenciable si es una transformacion lineal.

Los Ejemplos[1.1.3] [I.1.6]and [T.1.7] muestran en espacios vectoriales que no pueden identificarse con

R™ para ningin n > 1. Lo anterior ocurre debido a que no es posible describirlos con una cantidad finita

de coordenadas, es decir, no son de “dimensién finita”’. En general, en este curso nos interesaremos
principalmente en transformaciones que pueden identificarse con R". Para ello necesitamos recordar

algunos conceptos.
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Definicion 1.1.8: Base

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Decimos que un conjunto B es:

= Linealmente independiente si para todo n € N, by,...,b, € By ay,...,a, € K

tenemos que
arby +asby + -+ apb, =0 = a1 =ay=---=a, =0.
= Generador, si para todo = € E existen by,...,b, € By ai,...,a, € K tales que
T = a1by + asbs + - - -+ a,b,.

= Base si es generador y linealmente independiente.

De manera equivalente, un conjunto es linealmente independiente si ninguno de sus elementos puede
escribirse como combinacién lineal de otros elementos. Un conjunto es generador si todo elemento del
espacio puede escribirse como combinacion lineal de elementos él. En una base, la propiedad interesante
es que todo elemento de E puede escribirse de manera tinica como combinacién lineal de elementos de

la base.

Ejemplo 1.1.9 ]

El conjunto B = {e;}icq1,...,n} donde
1 sij=i
0 sij#i

es una base de R”. Esta base se denomina base candnica y sus elementos vectores canénicos.

(e:); =

Por linealidad, toda transformacion lineal T' de un espacio E en otro espacio F' esta completamente
definida por la restriccién de T' a cualquier base de E. Conversamente, dada una funcién de una base

de E en T, existe una tnica transformacién lineal cuya restriccion a la base tiene los mismos valores.

Definicion 1.1.10: Dimension

La dimensién de un espacio E es la cardinalidad de una base de B. Si existe una base finita
de E diremos que la dimensién dim(E) de E es la cantidad de elementos de esa base. Si no

existe una base finita de F, decimos que F tiene dimensién infinita.

En este curso nos enfocaremos en espacios vectoriales de dimension finita. Uno de los resultados
del curso anterior es que la dimensién de un espacio que admite una base finita esta bien definida, es

decir, todas las bases tienen la misma cardinalidad.

Observacion 1.3. Es posible demostrar que incluso en un espacio vectorial de dimensién infinita
todas las bases tienen la misma cardinalidad. Este es un resultado que va mas alld de los contenidos

de este curso y que depende del axioma de eleccién.

Todos los espacios vectoriales de dimensién n sobre un cuerpo K pueden identificarse con K¢

mediante la transformacién lineal que envia los elementos de su base a la base canénica de K¢.
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Definicién 1.1.11: Nucleo, imagen, nulidad y rango

Sea T': E — F una transformacion lineal entre espacios vectoriales E, F' sobre K.

= El nicleo de T es el espacio vectorial
Ker(T)={z € E: T(z) =0p.}.
= La imagen de T es el espacio vectorial
Im(T) ={y € F: T(z) = y para algin = € E}.
= La nulidad de T es la dimensién de su nicleo
Nul(T) = dim(Ker(T)).
= El rango de 7T es la dimension de su imagen

Rango(T) = dim(Im(7)).

[ Ejercicio 1.1.12 ]

Sea T4 : R3 — R3 la transformacion lineal determinada por la matriz

1 1 1
A=|1 -1 0
0 2 1

Determine su ntcleo, su imagen, su rango y su nulidad.

1.2. Isomorfisos de espacios vectoriales

Una nocién importante en matematica es la de isomorfismo. De manera informal, un isomorfismo
entre dos objetos de un mismo tipo (conjuntos, espacios vectoriales, grupos, anillos, etc.) es una funcién
que “preserva las propiedades estructurales del objeto”. Cuando existe un isomorfismo entre dos objetos

de un mismo tipo, decimos que son isomorfos y se suele denotar mediante el simbolo 2.

Observacién 1.4. La palabra isomorfismo viene del griego antiguo y significa “misma forma”’. En
palabras coloquiales, si tengo dos objetos que son isomorfos, entonces son “el mismo mono, pero

pintados de color distinto”.

[ Ejemplo 1.2.1: Isomorfismo en conjuntos ]

Cuando consideramos conjuntos (sin estructura adicional) la dnica propiedad importante es la

cantidad de elementos. Luego la nocién de isomorfismo para conjuntos es la biyeccion.

[ Ejemplo 1.2.2: Isomorfismo en grupos ]

Si (G,*) y (H,x*) son grupos, entonces la nocién de isomorfismo es la de un homomorfismo
biyectivo. Es decir, una funcién ¢: G — H es un isomorfismo si cumple:

1. ¢ es biyectiva.

2. ¢ es un homomorfismo, es decir para todo g, ¢’ € G cumple que p(g*g') = ¢(g) *p(g’).
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Ejercicio 1.2.3 ]

Supongamos que (G,x) y (H,*) son grupos isomorfos. Muestre que (G,*) es abeliano si y

solamente si (H, %) es abeliano.

Observacion 1.5. La nocién de isomorfismo depende del objeto que consideremos y debe ser definida

en funcién de lo que se desee preservar.

El objetivo de hoy sera introducir una nociéon de isomorfismo entre espacios vectoriales. Para
definirlo hay que preguntarse primero qué propiedades de un espacio vectorial deberia preservar un
isomorfismo. En lo que sigue daremos una seguidilla de propiedades deseables y luego definiremos una
nocién que las cumplira.

Supongamos que E, F son dos espacios vectoriales (sobre R) y ¢: E — F es una funcién. Las

siguientes propiedades de ¢ serian deseables en un isomorfismo:

1. ¢ es biyectiva, y su inversa es también un isomorfismo.
2. ¢ debe preservar la estructura de espacio vectorial:

» p(z+py) =¢(@)+rF e(y). Para todo z,y € E.

» p(c-ga)=c-Fp(x) ParatodoceRy z € E.

3. Si S es un conjunto linealmente independiente de E, entonces

p(S) ={w(s) : s € 5},

es un conjunto linealmente independiente de F'.
4. Si S es un conjunto generador de E, entonces ¢(S) es un conjunto generador de F'.
5. Si B es una base de E, entonces ¢(.5) es una base de F.
6. Si 1 C F es un subespacio de F, entonces ¢(FE7) es un subespacio de F.
La lista de propiedades deseables para un isomorfismo se puede extender atin més (Como ejercicio,
puede mostrar que las propiedades 1. y 2. implican el resto). A continuacién definiremos una nocién

de isomorfismo que satisface estas propiedades.

Definicién 1.2.4: Isomorfismo de espacios vectoriales

Un isomorfismo entre dos espacios vectoriales E, F' es una transformacién lineal ¢: £ — F

biyectiva.

Ejercicio 1.2.5

Sea ¢ un isomorfismo entre dos espacios vectoriales E y F'. Muestre que las propiedades enun-

ciadas anteriormente se cumplen.

Ejercicio 1.2.6

Considere E = C el espacio de los nimeros complejos como un espacio vectorial sobre R.

Muestre que E es isomorfo a R2.

Observemos que el isomorfismo de espacios vectoriales (y en general, cualquier buena nocién de

isomorfismo) cumple las propiedades siguientes:

1. E es isomorfo a F (mediante la identidad).
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2. Si E es isomorfo a F', entonces F' es isomorfo a E, ya que la inversa de una funcién lineal
biyectiva es una funcion lineal biyectiva.
3. Si E'y F son espacios vectoriales isomorfos, y también F'y G son espacios vectoriales isomorfos,

entonces E y G también lo son, basta componer los isomorfismos.

En consecuencia, la nocién de isomorfismo induce una relacion de equivalencia en la clase de
espacios vectoriales. De este modo, se puede hablar de un espacio vectorial “modulo isomorfismo”.

En lo que sigue mostraremos que si nos interesamos en la clase de espacios vectoriales que son
isomorfos entre si, entonces existe un 1inico espacio vectorial sobre R de dimensién n. En otras palabras,
en la relacién de isomorfismo, existe una tnica clase de equivalencia que contiene todos los espacios

vectoriales sobre R de dimension n.

Proposicion 1.2.7: Caracterizacion de espacios vectoriales de dimension finita

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimensiéon n € N. Entonces E es isomorfo a
K”n

DEMOSTRACION. Como E es un espacio vectorial de dimensién n, entonces existe una base B =

{b1,...,b,} con n elementos. Luego todo elemento z € E puede escribirse de manera tnica como
combinacién lineal de elementos en B, es decir existen coeficientes tinicos a1(z),...,a,(z) € K tales
que

x=ay1(x)by + -+ an(x)d.
Definamos una transformacién lineal T': E — K" tal que T'(b;) = e; para todo i € {1,...,n}. Es

decir, para x € F tenemos que
T(x) =T(a1(z)by + - + an(2)by) = a1(z2)T(b1) + . .. an(2)T(by) = (a1(x), ..., an(x)) € K™

Por definicién T' es una transformacion lineal.

Para ver que T es inyectiva basta demostrar que Ker(7') = {0}. En efecto, si T'(z) = 0 entonces
a;(x) = 0 para todo i € {1,...,n}, luego z = 0.

T es sobreyectiva pues dado (c1,...,c¢,) € K™ basta tomar = ¢1b; + ... ¢,b, y tendremos que
T(x) = (c1,...,¢n). O

La nocién de isomorfismo permite comprender cualquier espacio mirando un representante “ami-
gable” de su clase de equivalencia. En el caso de espacios vectoriales, el representante amigable es K",
luego podemos estudiar las propiedades de un espacio vectorial de dimensién finita sobre K tan solo

estudiando las propiedades de K”.

Definicién 1.2.8: Espacio de transformaciones lineales

Sean F, F espacios vectoriales de dimensién finita, denotamos L(E, F') el espacio de las funciones
lineales de E en F.
L(E,F)={T: E — F,T es lineal }.

El conjunto L(E, F) es en si mismo también un espacio vectorial con la suma de funciones y la

multiplicacién por escalar.
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[ Ejercicio 1.2.9 ]

Sean m,m > 1. Muestre que L(R",R™) es isomorfo al espacio vectorial M,, ,(R), donde
M n(R) denota el espacio de matrices de m filas y n columnas a coeficientes en R y sus

operaciones son la suma coordenada a coordenada, y la multiplicacién por escalar usuales.

Proposicion 1.2.10: El isomorfismo se extiende a transformaciones lineales

Sean E, F'y W tres espacios vectoriales.

1. Si E'y F son isomorfos entonces L(E, W) y L(F,W) son isomorfos.
2. Si F 'y W son isomorfos entonces L(E, F) y L(E, W) son isomorfos.

DEMOSTRACION. Sea ¢ un isomorfismo entre £ y F. Como ¢ es una transformacién lineal bi-

! existe y es lineal. Consideremos la aplicaciéon ¢: L(E, W) — L(F,W) dada

yectiva, entonces ¢~
por
$(T)=Top™".
Luego ¢(T') es una transformacion lineal en £L(F, W) para todo T' € L(E,W).
Mostremos que ¢ es lineal. En efecto, sean aj,as € Ky T1,T € L(E,W). Para todo y € F

tenemos que si

P(arTi + asT2)(y) = (a1 Ty + a2 Do) (9~ (y))
= alTl(cp_l(y)) + GQTQ((P_I(?J))
= a19(T1)(y) + a20(T2)(y).

Luego ¢(a1Th + a2Ts) = a19(T1) + az¢(T2), por lo cual concluimos que ¢ es lineal.
Para ver que ¢ es inyectiva, basta ver que su nicleo es 0. En efecto, si ¢(T) = 0, entonces T o p~!

I envia elementos de una base de F en una base de E, entonces T se anula en la base

es cero. Como ¢~
de E, por lo cual T = 0. Luego Ker(¢) = 0.
Para ver que es sobreyectiva, sea L € L(F, W) y conideremos T'= Lo ¢. Luego T € L(E, W) y se
tiene que
T)=Top ' =(Lop)oy™ =L.
Luego ¢ es sobreyectiva. Concluimos que ¢ es un isomorfismo entre L(E, W) y L(F,W).
Para demostrar el punto 2 se hace exactamente lo mismo, pero se considera ahora un isomorfismo

¢ F'— W y la aplicacién ¢': L(E, F) — L(E,W) dada por

¢ (T) =¢oT.

Ejercicio 1.2.11 ]

Complete la segunda parte de la prueba anterior. Es decir, muestre que ¢’ es una funcién
biyectiva y lineal entre L(E, F) y L(E,W)

La proposicién anterior permite mostrar el siguiente corolario.
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[ )

Sean E, F' dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K tal que dim(E) = n y dim(F) = m para

n,m > 1. Entonces
L(E,F) es isomorfo a L(K",K™).

DEMOSTRACION. Por la Proposicic’)n tenemos que E es isomorfo a K™ y F' es isomorfo a K™.
Utilizando la segunda de estas relaciones y la Proposicion parte 1, obtenemos que L(E, F) es
isomorfo a L(E,K™). Utilizando la primera de las relaciones y la Proposiciénparte 2, obtenemos
que L(E,K™) es isomorfo a L(K",K™). O

Ya sabemos que el espacio L(K", K™) es a su vez isomorfo a M., ,,(K), el resultado anterior nos
dice que las transformaciones lineales entre dos espacios vectoriales de dimensién finita siempre pueden

pensarse como matrices!

1.3. Teorema de rango-nulidad

Hoy demostraremos un teorema que relaciona la nulidad de una transformacion lineal, su rango y

la dimensién del espacio de partida. Para ello, mostraremos primero un resultado auxliliar.

Lema 1.3.1: Extensiéon de conjuntos linealmente independientes a bases

Sea E un espacio vectorial de dimensién n € N. Supongamos que {aq,...,a;} es un conjunto
linealmente independiente y que B es una base de F.

Entonces k < n y existen n — k elementos bg1,...,b, € B tales que

{a1,..., a5} U{bgs1,...,bn} es una base de E.

DEMOSTRACION. El hecho de que k < n es directo ya que {ai,...,ax} es un conjunto linealmen-
te independiente. Procedamos por induccién en k. El caso k& = 0 es evidente pues podemos tomar
{b1,...,bn} = B que es una base por hipdtesis.

Sea k > 1y supongamos que el resultado es cierto para k—1. Luego existen elementos by, ...,b, € B
tales que

{a1,...,ap—1} U {bg,...,b,} es una base de E.

En particular, eso significa que existen escalares c1,...,c, € R tales que
k—1 n
ap = Z cia; + Z cib;.
i=1 i=k
Notemos que los escalares ¢, ..., ¢, no pueden ser todos nulos, ya que {aj,...,ax} es linealmente
independiente. Sea ¢ € {k,...,n} tal que ¢, # 0. Probaremos que el conjunto

B ={ay,...,a} U ({bk,...,b} \ {be}) es una base.

Como los coeficientes de ay, usando la base {a1,...,ax_1} U {bg,...,b,} son tnicos, eso implica que
no puede escribirse sin utilizar by. luego, como {ay,...,ax—1} U {bk,...,bn} \ {b¢} es linealmente
independiente y no se puede escribir a; como combinacién lineal de elementos de ese conjunto, se

deduce que B’ es también linealmente independiente.



10 1. PRELIMINARES

Para ver que es generador, podemos escribir

k—1 n
1
bp=—|ar— cit; — cibi +ceby | .

Reordenando los términos obtenemos

k—1 e 1 n —c
by = Lap+ — —Lb,.
‘ ZCe l+0eak+.z co
i=1 i=k,i#£L
Luego by estd en el conjunto generado por B’. Como ya es cierto que {ai,...,ak—1} U {bg,...,bn} es
una base de F, obtenemos que B’ genera todo E. O

Teorema 1.3.2: Teorema de rango-nulidad

Sea T: E — F una transformacién lineal y supongamos que dim(E) < co. Entonces

dim(E) = Nul(T") + Rango(T).

DEMOSTRACION. Sea n € N tal que dim(E) = n y escribamos k& = Nul(7'). Entonces existe una
base {b1,...,bx} de Ker(T') que se puede completar a una base B = {b1,...,b,} de E (Si k = 0,
entonces {b1,...,by} = @ y la base de E es una base arbitraria).

Argumentaremos que el conjunto {T'(bx+1),...,T(b,)} es una base para Im(T). En efecto, como

B es una base de E, entonces el conjunto

{T(b1)7 s 7T(bn)} = {T(b1)7 s ’T(bk)} U {T(bk+1)7 s ’T(bn)}a

genera Im(7'). Como T'(b1) = --- = T'(br) = 0, tenemos que {T'(bg+1),...,7(bn)} es un generador de
Im(T).

Falta mostrar que {T'(bx+1), ..., T(bs)} es linealmente independiente. Tomemos escalares ag41, . ..,a, €
R tales que

n

i=k+1
Debemos demostrar que todos los escalares son 0. Por linealidad de T se tiene que

T( i ain') =0.
i=k+1

Por lo cual concluimos que el vector Z?: k41 @ibi estd en el nicleo de T'. Luego se puede escribir como

combinacién lineal de {by,...,bx}, es decir, existen ay, ..., ar € R tales que
k n
Zaibi = Z aibi
i=1 i=k+1
Si definimos ¢; = a; para i € {1,...,k} y ¢, = —a; para i € {k+1,...,n} podemos reescribir la
ecuacién anterior de la forma .
Z Cibi =0
i=1
Pero como {b1,...,b,} es una base de E, en particular es linealmente independiente y eso implica que
todos los valores ¢; son 0, luego todos los valores a; son 0. Esto prueba que {T'(bg+1),...,T(bn)} es

linealmente independiente.
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Finalmente, como {T'(bg+1),--.,T(by)} es base de Im(T), tenemos que Rango(T") = dim(Im(7)) =
n — k. Luego
dim(E) =n=k+ (n — k) = dim(Ker(F)) + dim(Im(7)).

Que es lo que queriamos demostrar. O

Una aplicacién del teorema anterior es la caracterizacion siguiente sobre la invertibilidad de un

operador

[ )

Sea T: E — E un operador y dim(E) < co. Las afirmaciones siguiente son equivalentes.

T es biyectiva.
Ker(T) = {0}
Nul(T) = 0.
Rango(7T) = dim(FE).
Im(T) = E.

SN

DEMOSTRACION. Supongamos (1), luego claramente Ker(T) = {0} pues de lo contrario existiria
x € Ker(T) \ {0} tal que T'(0) = T'(z) = 0, contradiciendo la inyectividad. (2) claramente implica (3).

Si asumimos (3), el teorema de rango nulidad dice que
dim(E) = Nul(T") + Rango(T") = 0 + Rango(T).

Luego obtenemos (4).

Supongamos (4), luego existe una base de Im(7') C E con dim(FE) elementos. En particular este es
un conjunto linealmente independiente en E con dim(F) elementos, lo cual implica que es generador.
Luego Im(T) = E y tenemos (5). Finalmente, supongamos (5), como Im(T) = F tenemos que T es
sobreyectiva. Para ver que es inyectiva notemos que como Im(7") = E entonces Rango(7") = dim(FE),
por el teorema de rango nulidad obtenemos entonces que Nul(T") = 0, lo cual a su vez implica que

Ker(T) = {0} por lo cual T es inyectiva y obtenemos (1). O

Definicién 1.3.4: Suma directa de espacios vectoriales

Sean E, F' espacios vectoriales sobre K. Definimos su suma directa como el espacio vectorial
E & F dado por

E®oF={(z,y):x€ E,yeY}
Con las operaciones

(5517111) + (m27y2) = (:I;l +5U27yl + y2)u
c(z,y) = (cx, cy).

Ejemplo 1.3.5

Si E =R3 y F = R2. Entonces el espacio E @ F est4d dado por
EoF = {((x17x27x3)7 (£E471'5)) 1T € Rv 1<:i< 5}

Si bien formalmente E & F no es R®, es claro que es isomorfo a R®.
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Definamos también las inyecciones canédnicas tp: F - E® F y 1p: F'— E® F dadas por
tg(z) = (2,0F) v tr(y) = (0, y) para todo z € E,y € F.

Observacién 1.6. Si A = {a1,...,a,} y B = {b1,...,b,,} son bases de espacios vectoriales E y F'

respectivamente, entonces tg(A) U tp(B) es una base de E @ F. En particular
dim(E @ F) = dim(E) + dim(F).
Observacion 1.7. Las inyecciones canénicas son funciones lineales inyectivas. Luego son isomorfismos

entre su dominio y su imagen. En ese sentido, tg(FE) y tp(F') son subespacios de E® F que son isomorfos

a E'y F respectivamente.
También podemos definir las proyecciones canénicas ng: E®F — Ey np: E® F — F dadas por
mg(z,y) =z y nr(x,y) =y para todo (z,y) € E® F.
Observacion 1.8. Tenemos las siguientes identidades:
oty =0
mrpotg = 0.
Tgotlg = idg
TEpotlp =idp
tgomg+ipolp =idggr -

En lo que sigue introduciremos una notacién que si bien es mas informal que lo anterior, simplifica

bastante la descripciéon de subespacios.

Definicién 1.3.6: Descomposicion en suma directa

Sea E un espacio vectorial y sean U,V subespacios de E. Escribiremos que £ = U & V si
UNV = {0} y todo z € E puede escribirse de la forma x = v + v para algin u € U, v € V.

Formalmente hablando, esta definicién no coincide con la definicién de suma directa anterior. Sin
embargo la siguiente proposicién permitira justificar que E es isomorfo a la suma directa de los espacios
UyV.

Proposicion 1.3.7: Unicidad de la escritura en la descomposicion

Si E=U &V, entonces todo x € E se escribe de manera tnica como suma de elementos de U
y V.

DEMOSTRACION. En efecto, si z = v +v = v/ + v’ entonces (v — v') + (v —v’') = 0. Definiendo
v =u—vu e€eUyv’ =v—v eV, tenemos que v’ = v”, luego v’ = v"" = 0. De ah{ vemos que u = v’

yovu=uv. O

Por lo anterior, E es isomorfo a la suma directa U & V mediante la identificacién L: E - U &V
dada por
L(.T) = (u7 U)?
Si x se escribe de la forma x = u + v para u € U,v € V. De este modo se justifica la notaciéon para la

descomposicién en suma directa.
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1.4. Producto escalar, proyecciones y ortogonalidad

Definicion 1.4.1: Producto escalar canénico

El producto escalar de dos vectores x = (1,...,2Z,) e y = (Y1,.-.,Yn) en R™ estd dado por
n
<.’13, y> = Z ZiYi-
k=1
En el caso de dos vectores w = (wy,...,wy,) y 2 = (21,...,2,) en C" se define el producto

escalar como
n
<w,z> = § W;Z-
k=1

Donde Z; denota al complejo conjugado de z;.

En lo que sigue estudiaremos la nocién de proyeccién. De manera informal, la proyeccién de un
vector sobre un subespacio vectorial es el vector del subespacio que mejor representa al vector original,
en otras palabras es su “sombra” sobre el conjunto. Una propiedad de la proyeccién sobre un conjunto
es que si un elemento pertenece al conjunto donde se proyecta, entonces su proyeccion es él mismo.

En términos de una férmula, tendriamos que si P es una proyeccion, entonces
P?=P.

En lo que sigue, utilizaremos la relacién anterior para dar una definicién abstracta de proyeccién

para operadores.

Definicién 1.4.2: Proyecciéon

Sea E un espacio vectorial y P: E — FE un operador. Decimos que P es una proyecciéon si P

es idempotente, es decir P? = P.

Podemos pensar que una proyeccion proyecta elementos del espacio vectorial £ en su imagen
Im(P).

[ Ejemplo 1.4.3

Sea F un espacio vectorial. La transformacién P = 0 es una proyeccién pues P2 = Po P = 0.

Ejemplo 1.4.4

Si A es una matriz en M,,(C), entonces la transformacién lineal inducida sobre C" es una
proyeccion si y solamente si
A% = A.

En ese caso decimos que la matriz es una matriz de proyeccion.

[ Ejercicio 1.4.5

Muestre que las unicas proyecciones P: R — R son la identidad y la funcién nula.
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Ejercicio 1.4.6 ]

Describa y dibuje tres ejemplos distintos de proyecciones P: R? — R2.

Ejercicio 1.4.7

Construya ejemplos de dos matrices A, B de proyeccién en M (R) tales que

= La suma A + B no es una proyeccion.

= La composicién AB no es una proyeccion.

[ Ejemplo 1.4.8 ]

Sea v € R™\ {0} un vector y consideremos P, : R™ — R™ dada por

L@y
B = e

Luego P, es una proyeccién, en efecto

P2(z) = 1 <<x,v) > Az, v) (v,v) (=, v) _p

= v = v = v = (CL‘)
’ [l \ o] [oll? [lv]|? [0l :

El operador P, se denomina la proyeccion sobre v.

[ Ejercicio 1.4.9 ]

Sea v € R™\ {0} un vector y consideremos el operador P;- = id —P,. Muestre que P;- es una

proyeccion.

[ Ejemplo 1.4.10 ]

Sea E = C([0,1],R) el espacio de funciones continuas en [0,1] con valores en R. Para g €
C([0,1],R) no nula considere el operador Py: E — E dado por

B (@ =) ([0 dt.)_l [ 560ts) a5, paratoto € 0.1

Entonces P, es una proyeccion.

Proposicion 1.4.11: Descomposicién mediante proyeccion

Sea P: F — FE una proyeccién. Entonces

E = Ker(P) @ Im(P).

DEMOSTRACION. Sea x € E, podemos escribir
x = (z — P(z)) + P(x).
Denotemos y = x — P(x). Tenemos que

P(y) = P(z) — P*(x) = P(x) — P(x) = 0.
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Luego y € Ker(P). Obtenemos que todo # € E puede escribirse como suma de un elemento de Ker(P)
y un elemento de Im(P).

Tomemos z € Ker(P)NIm(P). Como z € Im(P) existe z € F tal que z = P(x), y como z € Ker(P)
tenemos que 0 = P(z) = P?(z). Como P = P? concluimos que z = 0. O

Definicién 1.4.12: Ortogonalidad

Sean z,y € R™. Decimos que z e y son ortogonales si (z,y) = 0.
Si U,V son subconjuntos de R™, decimos que son ortogonales si (u,v) = 0 para todo u € U,
veV.

Ejemplo 1.4.13

Sea P: E — E una proyeccién. En general los subespacios Ker(P) e Im(P) no son ortogonales,

por ejemplo, si tomamos la proyeccién P: R? — R? determinada por la matriz

A 0 0
1 1
Entonces Im(A) = {0} x R, en tanto que

Ker(A) = {(z,y) €R? : z = —y.}.

Luego tenemos (0,1) € Im(A), (—1,1) € Ker(A4) y

(-G

[ Ejemplo 1.4.14 ]

Sea v € R™. Entonces para todo par z,y € R™ tenemos que
(Pu(z), Py (y)) =0

En efecto,

)y
= (P (9:), y) = (Po(2), Pu(y))
(@ 0)w,y) _ @uey) g,

]2 o]

Luego los conjuntos P,(R") y P;-(R™) son ortogonales.






Capitulo 2

Representacion de operadores en formas candnicas

En este capitulo estudiaremos la representacién de operadores en bases distintas a usual que
permites una mejor descripcion del operador y simplifican enormemente las operaciones algebraicas.
Sea T: R™ — R™ un operador. Como ya estudiamos anteriormente, T' puede representarse de
manera matricial mediante
T(x) = Ax,
donde A € M,,(R) es una matriz cuadrada cuyos coeficientes estan dados por A; ; = T'(e;); para todo
i,je{1,...,n}.

[ Ejemplo 2.0.1 ]

Sea T': R? — R? dada por T(x,y) = (2z,%). Entonces la base canénica da una representacion

o )0

Geométricamente, la transformacién anterior expande la direccién de x multiplicando por 2,

muy practica:

y contrae la direccion de y multiplicando por % Para visualizarlo, consideremos el conjunto
[0, 1] x [0, 1] coloreado con un gatitd|como en la Figura[l] La transformacién T envia [0, 1] x [0, 1]
a [0,2] x [0, 3].

9El gato del dibujo se llama “The Hermitage Court Outrunner Cat” y es una pintura de Eldar Zakirov.

FIGURA 1. La aplicacién de la transformacion T'(z,y) = 2z + ¥ sobre un gatito.

Uno podria preguntarse si realmente es lo mejor siempre representar cada transformacion lineal

usando la base candnica. Para ello, consideremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.0.2

Sea T': R? — R? dada por T(z,y) = (z + y, ). La representacién matricial utilizando la base

e ()

17

candnica estd dada por
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La descripcion geométrica de lo que hace esta matriz es mas dificil de describir que la anterior.

Nuevamente, intentemos visualizarla utilizando el mismo gatito, ver Figura

FIGURA 2. La aplicacién de la transformacién T'(z,y) = (z + y, x) sobre un gatito.

En la Figura[2] se observa que la imagen se deforma de un modo extrano. Parece expandirse en una
direccién y contraerse en otra. En este caso, pareceria més natural utilizar las direcciones de expansion

y contraccién como base. Para estudiar esto, deberemos introducir la nocién de valor y vector propio.

2.1. Valores y vectores propios

Definicién 2.1.1: Valores propios

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky T: E — F un operador. Decimos que un valor

A € K es un valor propio si existe un vector v € E '\ {0} tal que

T(v) = Av.

Al conjunto de valores propios asociados a un operador se le denomina espectro.
Notemos que en la definiciéon anterior excluimos el vector v = 0, pues de lo contrario todo escalar

seria un valor propio.

Definicién 2.1.2: Vectores propios

Sea E un espacio vectorial, T: E — E un operador y A un valor propio de 7. Decimos que

v € E\ {0} es un vector propio asociado a A si

T(v) = \v.

La coleccién de todos los vectores v € E tales que T'(v) = Av es un subespacio de E denominado
espacio propio asociado al valor A.

La accién de un operador sobre un vector propio es siempre una multiplicacién por un escalar (el
valor propio A). En el caso de un valor propio real esto se interpreta como una expansién (si A > 1) o
una contraccién (si A < 1). En el caso de un valor propio complejo A = pe?’ se puede interpretar como
una expansién o contraccién por p y una rotaciéon en un angulo 6.

En lo que sigue, calcularemos los valores y vectores propios de la transformacién T'(z, y) = (z+y, ).

Esto servira de ejemplo para motivar las dificultades que encontraremos en este tipo de situaciones.
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[ Ejemplo 2.1.3

Consideremos nuevamente 7: R? — R? dada por T'(z,y) = (z+v, x). Para encontrar los valores

propios de T" debemos resolver la ecuacion

(1 >A(A A)
(2 2)-0)

Como pedimos que v # 0, necesitamos que el nicleo de la matriz de la izquierda sea no trivial,

que puede reescribirse como

equivalentemente, que la matriz sea singular. Por lo tanto para resolver necesitamos que

det<<1_A 1>>:—>\(1—/\)—1=>\2—/\—1:0.
1 -

De donde se obtiene que los valores propios son
1++5 1-+/5
2 B '

Para encontrar los vectores propios, simplemente resolvemos Av = Av para cada valor pro-

A=

pio mediante eliminacion de Gauss. Un célculo directo entrega que dos valores propios vy, vo

asociados a A1, Ay respectivamente son

1+v5 1—5
v = z , Uy = z )
! 1 ? 1

En la Figura [3| se observan los vectores propios en la imagen del gatito.

FIGURA 3. Vectores propios de la transformacién T'(z,y) = (z + y, x).

Los célculos del ejemplo anterior nos dicen que quizas es mejor utilizar la base formada por los

vectores propios. De este modo, si consideramos B = {v1, v} entonces T'(v1) = Mvy y T(v2) = Agva.

Por lo cual es como si la matriz asociada a esta nueva base fuese una matriz diagonal. El objetivo de

este capitulo es dar un marco tedrico a esta idea, y comprender cuando una matriz puede llevarse a

una forma diagonal mediante el cdlculo de sus valores y vectores propios.

En el ejemplo anterior podemos apreciar que el encontrar valores propios asociados a un operador

conlleva encontrar las raices de un polinomio. Es por esta razén que privilegiaremos el uso de C por

sobre R ya que es algebraicamente cerrado (todo polinomio no constante admite una raiz).

En lo que sigue, justificaremos el argumento del ejemplo mediante la proposicién siguiente.
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Proposicion 2.1.4: Férmula para calcular valores propios

Sea T': K™ — K™ un operador y A € K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. X es un valor propio de 7.
2. (T — \id) es singular (no invertible).
3. det(T — Xid) = 0.

DEMOSTRACION. La equivalencia de (2) y (3) ya la sabemos. Supongamos que (1) es cierta, luego
existe v € E \ {0} tal que T'(v) = Av, de donde se obtiene que v € Ker(T — Aid). Como v # 0
obtenemos que T — Aid es singular. Inversamente, supongamos que (2) es cierta, luego como (T — Aid)
no es invertible, tenemos que Ker(T — Aid) # {0}. Luego existe v # 0 tal que (T" — Aid)(v) = 0, de
donde obtenemos que

T(v) = Av.
Por lo cual tenemos que A es un valor propio de T'. O
La proposicién anterior asegura que en un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo

algebraicamente cerrado, siempre existen valores propios, y son precisamente las raices de un polinomio

que se obtiene al calcular det(7"— Aid). En el caso de dimensién infinita lo anterior no es cierto

[ Ejemplo 2.1.5 ]

Sea C[z] el espacio de los polinomios a coeficientes reales y consideremos el operador T': C[z] —
C[x] dado por

T(p)(z) = zp(z).
Es sencillo verificar que T es efectivamente un operador. Por otro lado, si p # 0 entonces

deg(T(p)) = deg(p) + 1, por lo cual para cualquier A € C la ecuacién
T(p) = Ap,

no admite soluciones salvo p = 0.

Ejercicio 2.1.6

Decimos que una matriz A € M,,(R) es contractante si existe 0 < C < 1 tal que
|Av|| < C|lv||, para todo v € R™.

Muestre que si A € R es un valor propio de A, entonces |\| < 1.

Ejercicio 2.1.7

Calcule los valores y vectores propios de la matriz

A:

e e
= N
= = O
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[ Ejercicio 2.1.8 J

Sea P un operador de proyeccién. Muestre que si A es un valor propio de P entonces A € {0,1}.

La expresién det(T — Aid) es siempre un polinomio en la variable A. Esto motiva la definicién

siguiente.

Definicion 2.1.9: Polinomio caracteristico

El polinomio caracteristico de un operador T: K™ — K" es el polinomio pr € KJt] dado por
pr(t) = det(tl — A).

donde A € M,,(K) es la matriz asociada al operador 7.

También escribiremos Py (t) = det(tid —A) para denominar el polinomio caracteristico asociado a

una matriz cuadrada A.

Observacién 2.1. A priori, también hace sentido definir el polinomio caracteristico como det(A—tid)
(y algunes autores lo hacen asf). La ventaja de hacerlo como lo definimos es que nos aseguramos de

que el coeficiente que acompana a t" es siempre 1, es decir, el polinomio caracteristico es ménico.

[ Ejercicio 2.1.10 ]

Sea n un entero positivo y T: K” — K™ un operador. Muestre que
det(T —tid) = (—1)" det(tid —=T).

Concluya que si n es par, ambas definiciones dan el mismo polinomio.

[ Ejercicio 2.1.11 ]

Sea A € M,,(K). Muestre que si AT es la matriz transpuesta de A entonces

PA = PAT.

El siguiente ejemplo muestra como el polinomio caracteristico es 1til para analizar familias de

transformaciones lineales.

Ejemplo 2.1.12 ]

Sea a € [0,27) y considere la matriz A € M, (R) dada por
= cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)
Note que esta matriz representa una rotacién de dngulo o en R? con respecto al origen. El
polinomio caracteristico de A estd dado por
pa(t) =t — 2t cos(a) + 1.

Notemos que este polinomio admite raices reales si se cumple que (2cos(a))? —4 > 0, o equiva-
lentemente si cos?(a) > 1, luego esto ocurre solamente si o € {0, 7}. El caso a = 0 corresponde

a la identidad, y o« = 7 corresponde a —id (una rotacién en 180 grados).
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Si a ¢ {0, 7} entonces las raices de p4 son valores complejos conjugados de médulo 1. Luego,

la matriz A no admite valores propios reales.

Hay matrices para las cuales es muy fécil calcular su polinomio caracteristico, y también sus valores

propios.

Definicién 2.1.13: Matrices diagonales y triangulares

Decimos una matriz A = (a; j)1<i j<n € Mp(K) es
1. triangular superior si a; ; = 0 para todo 7 > j.
2. triangular inferior si a; ; = 0 para todo i < j.
3. diagonal si a; ; = 0 para todo i # j.

Diremos que una matriz es triangular, si es triangular superior o inferior.

Notemos que una matriz es diagonal, si y solamente si es triangular superior e inferior a la vez. Una
ventaja de este tipo de matrices es que es muy sencillo calcular su polinomio caracteristico y valores

propios.

Proposicion 2.1.14: Polinomio caracteristico de matrices triangulares

Sean A = (a;;)1<ij<n € Mp(K) una matriz triangular. Entonces su polinomio caracteristico

esta dado por
n

pa(t) =[]t - ais) = (t —a1.1)(t — az2) ... (t — ann).

=1

DEMOSTRACION. Por el Ejercicio el polinomio caracteristico de una matriz es igual al de
su transpuesta, luego basta mostrar el resultado para matrices triangulares superiores.

Procederemos por induccién en n € N. El caso n = 1 es evidente. Sea n > 2 y supongamos el
resultado valido para n — 1. Denotemos por [tI — A]; ; la matriz que resulta al eliminar la fila ¢ y la
columna j de tI — A. Por la férmula de Laplace para el determinante (por filas) tenemos que

n

palt) =det(t] — A) = (1 — A);1(—1)"" det([t] — Al1 ;).

i=1

Como A es diagonal superior, tenemos que a;; = 0 para todo ¢ > 2, luego
pA(t) = det(tI — A) = (t — 11171) det([t] — A]1,1)~

Pero la matriz [tI — A]; ; es triangular superior, luego por hipétesis inductiva su determinante es

n

det([tI - A}l,l) = H(t — am-).

De donde obtenemos que
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[ )

Si A es una matriz triangular entonces sus valores propios son los elementos de su diagonal.

2.2. Matrices semejantes y diagonalizacion

Recordemos que denotamos por M, (K) el conjunto de las matrices n X n con coeficientes en
un cuerpo K. También denotamos por GL,(K) el subconjunto de M, (K) formado por las matrices
invertibles. Notemos M, (K) es un monoide si consideramos como operacién la composicién y que

GL,,(K) es un subgrupo de M,,(K) denominado el grupo general lineal de grado n sobre K.

Definicién 2.2.1: Matrices semejantes

Decimos que dos matrices A, B € M, (K) son semejantes (o similares) si existe una matriz
invertible P € GL,(K) tal que
B=PAP™".

Recordemos que si (M, -) es un monoide, dos elementos z,y € M son conjugados si existe un
elemento z € M invertible tal que = zyz~'. Una manera abstracta de entender la nocién de matrices
semejantes, es que dos matrices son semejantes si y solamente si son conjugadas en el monoide M,, (K).

Una manera menos abstracta de entender la nocién de matrices semejantes es interpretando la
matriz P tal que A = P~1BP como una matriz de cambio de base. En efecto, como P es invertible,
tenemos que el conjunto P = {P(ey1),..., P(e,)} forma una base de K", luego podemos pensar a las
matrices A y B como expresiones de una misma transformacién lineal T, donde A es la expresion de
T con respecto a la base candnica en tanto que B es la expresiéon de T con respecto a la base P.

En efecto, si A es la matriz asociada a un operador T': K™ — K" y representamos la expresién de

un vector 2 € K™ en la base P como [z]p entonces tenemos el diagrama de la Figura

T A >y T(x)

| I

j P|-1 A=P'BP
[z]p B > [T(@)]p

F1GURA 4. Diagrama conmutativo que captura la interpretacion de la semejanza de
matrices como expresiones en bases distintas.

Proposicion 2.2.2: Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico

Sean A, B matrices cuadradas sobre un cuerpo K. Si A y B son semejantes, entonces sus

polinomios caracteristicos coinciden.

DEMOSTRACION. Como A y B son semejantes, existe una matriz invertible P tal que B = P! AP.

Luego podemos escribir

M —-B=M—-P 'AP=\AP'P - PAP ' =P (A - A)P.
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Luego tenemos que

pp(t) = det(t — B)
=det(P(tI — A)P71)
= det(P~ 1) det(tI — A) det(P)
= pa(t)det(P~1) det(P)
=pal(t).

Que es lo que querfamos demostrar. O

[ Ejercicio 2.2.3 ]

Sean A, B matrices cuadradas semejantes sobre un cuerpo K. Muestre que
1. Nul(4) = Nul(B).
2. Rango(A) = Rango(B).

Observacion 2.2. El resultado del ejercicio anterior es falso si reemplazamos la nulidad por el nicleo.
En efecto, los nicleos de dos matrices semejantes no tienen por qué coincidir (ejercicio: encontrar un

ejemplo).

[ Ejercicio 2.2.4 ]

Muestre que el converso del teorema anterior no es cierto. Es decir, que hay matrices que tienen el

mismo polinomio caracteristico pero sin embargo no son semejantes. Més precisamente muestre

NEREAT

tienen el mismo polinomio caracteristico pero no son similares. Indicacion: calcule la nulidad

que

de cada matriz.

[ Ejercicio 2.2.5 ]

Muestre que si A, B € M, (R) y A es invertible entonces

PAB = PBA-

Observacién 2.3. El resultado del ejercicio anterior es verdad inclusive cuando ninguna de las ma-
trices es invertible, pero se requieren argumentos de andlisis (densidad de las matrices no singulares y

continuidad del polinomio caracteristico) para demostrarlo.

El interés en considerar matrices semejantes es poder dar una descripcién mas sencilla de la
transformacion lineal en una base conveniente. Veremos que hay razones algebraicas que hacen muy

conveniente encontrar matrices semejantes que sean triangulares o diagonales.

Definicién 2.2.6: Matriz diagonalizable

Decimos que una matriz A € M.,,(K) es diagonalizable sobre K si es semejante a una matriz
diagonal D € M,,(K).
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Si A es diagonalizable, entonces A = PDP~! para una matriz diagonal D y una matriz invertible
P. A la matriz P se le denomina matriz de paso. Al proceso de, dada la matriz A, encontrar la
matriz diagonal D y la matriz de paso P se le denomina diagonalizacién.

Las matrices diagonales son sencillas de interpretar geométricamente. En cada direccién canénica
simplemente actian mediante multiplicacién por un escalar. Una razén algebraica para considerar

matrices similares diagonales es que la exponenciacién se vuelve muy sencilla

[ Ejemplo 2.2.7 ]

Si A y D son matrices semejantes, entonces existe P € GL,(K) tal que A = PDP~!. Expo-

nenciando ambos lados obtenemos

A" = (PDP YY" = PD"P~ L.
En particular si D = (d; j)1<i,j<n €S una matriz diagonal, entonces
dp, sii=j,
0  sii#j

Luego la matriz A™ puede calcularse de manera sencilla utilizando la expresién PD"P~1!.

(D"™)ij =

Uno puede preguntarse si todas las matrices son diagonalizables. Supongamos que una matriz
A € M,,(K) es diagonalizable sobre K, luego A = PDP~! para una matriz diagonal D = (d; ;)1<i j<n-
En particular, el polinomio caracteristico de A coincide con el polinomio caracteristico de D. Luego

n

pa(t) = H(t —d; ;).

i=1
Eso nos dice que los elementos de la diagonal de D son exactamente los valores propios de A y que cada
valor propio aparece en D tantas veces como (t — A) divide a pa(¢). En particular, si K = R, entonces
todos los valores propios de A deben ser reales. El siguiente ejemplo muestra que hay matrices que no

son diagonalizables.

Ejemplo 2.2.8

Consideremos la matriz A € Ms(R) dada por

A(_Ol ;).

Su polinomio caracteristico es pa(t) = t? + 1 que no admite raices reales. Luego no puede ser

diagonalizable sobre R.

En el ejemplo anterior podemos reinterpretar la matriz A como una matriz en Ms(C), donde ahora
sus valores propios son ¢ y —i. En efecto, si bien A no es diagonalizable sobre R, si es diagonalizable

sobre C, basta considerar

. o i
p=|" R - e Y=o ) . A=PDP L.
0 —i 11 2\ i 1

Ahora uno podria preguntarse, si K es algebraicamente cerrado (es decir, todo polinomio no cons-
tante en K[z] admite una raiz en K), jes toda matriz en M,,(K) diagonalizable? Veremos que la res-
puesta es también negativa. Para ello, supongamos que una matriz A es diagonalizable, i,e A = PDP~!
para una matriz diagonal D € M, (K) y P € GL,(K) y escribamos AP = PD.
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Por el argumento anterior, si A es valor propio de A, entonces ocurre en la diagonal de D, digamos
en su elemento d; ; = A. Consideremos el vector canénico e;, entonces

Como P es invertible, luego Pe; # 0. Obtenemos que Pe; es un vector propio de A asociado al
valor propio A\. Como P es invertible, entonces necesariamente el conjunto {Pey, ..., Pe,} deben ser

n vectores propios de A linealmente independientes.

Ejemplo 2.2.9

Consideremos la matriz A € Ms(R) dada por

A_G 3).

Su polinomio caracteristico es p4(t) = (t — 1)2, luego su tinico valor propio es A = 1. El espacio

propio asociado a A =1 es

Ker(\l — A) = Ker (0 _1> = {)\ <1> :)\ER}.
0 0 0

Luego dim(ker(AI — A)) = 1, por lo cual A\ = 1 no puede producir dos vectores propios lineal-

mente independientes. Esto indica que A no es diagonalizable.

Podemos refinar ain més el argumento anterior. Por la férmula para el polinomio caracteristico
de una diagonal, tenemos que si (t — \)* divide a P4(t) entonces A ocurre k veces en D. Luego si A es
diagonalizable obtenemos que Ker(AI — A) debe tener dimensién al menos k. Esto motiva la definicién

siguiente.

Definicién 2.2.10: Multiplicidad de valores propios

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, A € M,,(K) una matriz cuadrada sobre Ky A € K
un valor propio de A.
1. La multiplicidad algebraica pa(\) de A es el exponente del término (¢t — ) en el
polinomio caracteristico pa(t).
2. La multiplicidad geométrica y4()\) de A es la dimensién del espacio propio
Ker(AI — A) asociado a A.

Notemos que la 1 < v4(A) < pa(A). Por definicién todo valor propio A de A admite al menos un
vector propio no nulo, luego v4(A) > 1. Para ver la otra desigualdad, podemos encontrar una base

{’Ul7 e 7U’YA(>\)} de
Ker(A — A). Completemos ese conjunto a una base de K"

B = {1}1,...,U,YA()\),bA/A()\)+1,...bn}.

Sea J una matriz cuyas columnas estan dadas por los vectores de B. Luego escribiendo D = J~1AJ
obtenemos que D es una matriz por bloques que satisface que D;; = Asi 1 < i < y4(A\)y D;; =0
sii#jy1l<ij<va()\). De aqui obtenemos que (¢t — \)74™) divide a pp(t) = pa(t). Luego
Ya(A) < pa(A).

La proxima proposicion muestra que el calculo anterior no solo da una condicién necesaria, sino

que es suficiente.
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Proposicion 2.2.11: Equivalencias diagonalizacion

Sea A € M,,(K) una matriz cuadrada sobre K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
A es diagonalizable sobre K.
K™ admite una base de vectores propios de A.

K™ es la suma directa de los espacios propios de A.

= 80 e =

El polinomio caracteristico es soluble sobre K y la multiplicidad algebraica de cada

valor propio es igual a su multiplicidad geométrica.

DEMOSTRACION. Supongamos (1), luego A = PDP~! para una matriz diagonal D € M, (K)
y P € GL,(K). El argumento que dimos anteriormente muestra que {Pey,..., Pe,} es una base de
vectores propios de K™, por lo cual tenemos (2).

Supongamos (2) y sea B = {vy,...,v,} una base de K™ formada por vectores propios de A. Como
cada vector propio estd asociado a un valor propio, existen Ag,...,\, (no necesariamente distintos)
tales que v; €
Ker(M\I — A). Como B es base, tenemos que todo elemento de K" se puede escribir como suma de
elementos en los espacios propios. Supongamos A; # A;, basta mostrar que los espacios propios tienen
interseccién trivial. En efecto, supongamos que u €
Ker(MI—A)N
Ker(\I — A), luego Au = Aju = Aju, de donde obtenemos que (A; — Aj)u = 0. Como \; # A,
obtenemos que u = 0. Esto prueba (3).

Supongamos (3), Primero mostremos que p4(t) es soluble en K. Sea A una rafz de pa(t) (posible-
mente en la cerradura algebraica de K). Como K" es suma directa de los subespacios propios, tenemos
que los vectores propios asociados a A estan en K. Como Av = Av y v € K", tenemos que Av € K™ y
luego Av € K™. Como v # 0 se deduce facilmente que A € K.

Como p4(t) es soluble en K, tenemos que

Z wA(XN) = n.
A valor propio de A
Por otro lado, como K" es la suma directa de sus subespacios propios, tenemos que
> va(A) = n.
A valor propio de A

Como v4(A) < pa(A), tenemos necesariamente que y4(A) = pa(A\) para todo valor propio A de A.
Esto prueba (4).

Finalmente, supongamos (4). Sean A1,...,\, los valores propios de A repetidos segin su mul-
tiplicidad algebraica (cada A € K aparece p4(A) veces en la lista). Definamos una matriz diagonal
D e M, (K) donde

N sii=j
0 sii#j.

Dij =

Recordemos que los espacios propios

Ker(A — A) se intersectan trivialmente para valores distintos de A. Como p4(\) = v4()) para todo
A, podemos encontrar 1 4(A) vectores propios linealmente independientes entre si para cada A valor
propio de A. En particular podemos construir una base B = {vy,...,v,} donde v; es vector propio de
A;. Consideremos la matriz P € GL,,(K) tal que

Pei = V;.
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Es decir, la columna 7 de P coincide con el vector v;. Por definicién P es invertible. Mostremos que
A= PDP~! y que por lo tanto A es diagonalizable.

En efecto, por linealidad basta probar la igualdad en una base de K™. En particular si tomamos
la base B, tenemos que

PDPil’Ui = PDBz = P/\ZSZ = )\ﬂ), = A’Ui.

Por lo que la igualdad es cierta. Concluimos que A es diagonalizable sobre K y por lo tanto tenemos
(1). O

El dltimo argumento de la prueba anterior nos entrega un método para determinar si una matriz

es diagonalizable y, si lo fuese, encontrar la matriz diagonal y la matriz de paso.

1. Paso 1: Encontrar el polinomio caracteristico pa(t) de A.

2. Paso 2: Encontrar los valores propios de A calculando las raices de p4. Si no es soluble sobre
K entonces A no es diagonalizable.

3. Paso 3: Para cada valor propio, calcular una base del espacio propio asociado. si y4(A) < pa(N)
para algun valor propio, entonces A no es diagonalizable. De lo contrario sf lo es.

4. Paso 4: Construir la matriz diagonal D usando los valores propios A; de A repetidos segin su
multiplicidad. Construir una base {v1,...,v,} de K™ donde v; es valor propio de A;. Definir
la matriz de paso P escribiendo los vectores v; en orden como columnas de P.

5. Paso 5: Con lo anterior, A = PDP~!. Nunca hace dafo multiplicar para verificar.

Ejemplo 2.2.12 ]

La matriz A € M3(R) dada por

A:G )

Es diagonalizable. En efecto, si definimos ¢ = 1+2\/5 yo=—p = 1’2\/5 entonces podemos

escribir A = PDP~" de la forma siguiente

oG 5l )

P D =1

Desarrollemos el ejemplo anterior en detalle. Dada la matriz A, el primer paso es encontrar su

polinomio caracteristico. Tenemos que
t—1 -1 9
pa(t) = det(t] — A) = det . =(t—1)t—1=t>—t—1.

Las dos raices de p4(t) son Ay = ¢ y Ay = 1, que son entonces los valores propios. Escribimos entonces

(500

Para mostrar que A es diagonalizable, debemos tener que para cada valor propio, la multiplicidad
geométrica coincide con la algebraica. como la multiplicidad geométrica es al menos 1 y todas las
multiplicidades algebraicas son 1, tenemos que A es diagonalizable.

Para construir la matriz P, debemos encontrar un vector propio vy de A1, un vector propio v, de

A2 y formar P escribiendo esos vectores como columna (en el mismo orden en que aparecen los valores
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propios en D). Un cédlculo directo muestra que dos posibles vectores propios son

() +0)
P:G f).

- v inv iz
Para calcular P~!, nos aprovechamos de que la forma general para la inversa de una matri

a b L1 d b
() = ()
IR S A S W A B
Pldet(P)(l <p> 5(1 gp>'

Sea A € M5(R) dada por
A= L .
1 0

Del ejemplo anterior deducimos que para todo n € N
¢ o\ e 0 Y1 [1 ¢
1 1 0 —p ') vVs\-1 o
¢ —p '\ [¢* 0 I
1 1 0 (—p)™ -1 o
QDTH_I (_w)—(n-i-l) 1 (p—l
" (—o)T -1 9

1 (son“(so)(”“) " — (—p)™™ )

De donde obtenemos que

invertible 2 por 2 es

Luego tenemos que

[ Ejemplo 2.2.13 ]

" = (=p)™"

Lo anterior por si mismo parece un ejercicio sin motivo, pero en efecto sirve para dar una expresién

exacta para los elementos de la secuencia de Fibonacci.

[ Ejemplo 2.2.14 ]

Definimos la secuencia de Fibonacci como Fop =0, Fy =1y F,, = F,_1+ F,,_s paran > 2. Sus

primeros elementos estan dados por
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...
Note que se puede establecer la igualdad matricial
()=o) ()
F,_; 1 0/ \F,_5/)

Luego tenemos que para todo n > 1,

(2)-C0 ()
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En particular

Fo Y\ _ 1 [ "= (=)™ "= (—p)~""D) (1
Fo1) VBA\@"1—(—p) () o2 (=)= J R0/

De donde deducimos que

2.3. Recurrencias lineales

El Ejemplo [2.2.14] nos indica que la diagonalizacién de matrices es un método excelente para

resolver recurrencias lineales.

Definicion 2.3.1: Recurrencia lineal

Una recurrencia lineal de orden k > 1 sobre un cuerpo K es una ecuacion de la forma

k
yn = f(n) + Z Ck—iYn—; para todo n > k.
i=1
Donde ¢y, ..., cx—1 son constantes en Ky f(n) € K es una funcién que depende tnicamente de

n.

Una recurrencia lineal se dice homogénea si el término f(n) es igual a 0. Notemos que dada una
recurrencia lineal de orden k, si fijamos los valores yo, 1, - - ., yrx—1 entonces existe una tnica secuencia
de valores (y,)nen que satisface la ecuacién de la recurrencia.

Consideremos el caso de una recurrencia lineal donde el término f(n) es igual a una constante
b € K. El Ejemplo nos indica que una manera util de escribir la recurrencia es:

Yn Ck—1 Ck—2 -+ =+ Co\ [Yn-1 b
Yn—1 ]_ 0 e . 0 Yn—2 0
= 0 e . T . : E +
Yn—k+1 0 -0 1 0 Yn—k 0
Denotemos
UYn Ck—1 Ck—2 "'+ "'+ Co b
Yn—1 1 0 e oo 0

fﬂ == ) O - 0 5 g:

Yn—k+1 0 e 0 1 0 0

. . . ~ - , k
La matriz C se denomina matriz compafiera de la recurrencia lineal homogénea y,, = > i1 Ch—iYn—i-

Utilizando lo anterior, notemos que podemos escribir
Fp=CTp1+b
= %%, 9+ Cb+1b
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= OV (I +C+C? ... .C" R,

El vector T;_; corresponde a las condiciones iniciales yg, y1, - - ., Yx—1. Luego, para calcular el término
general y,,, basta encontrar expresiones para C" *tly (I +C + C? 4 ...C"F).
En el caso en que C' es una matriz diagonalizable, podemos escribir C = PDP~! con D una matriz

diagonal y tendremos que
n—k
Cnktl — pprktip=l (14 CP 4. CvF) =P (Z D’) Pt
i=0

Las cuales son faciles de calcular.
A continuacién mostraremos que la matriz companera siempre tiene un polinomio caracteristico

que es facil de calcular. Eso nos ahorrara el esfuerzo de hacerlo en cada caso.

Proposicion 2.3.2: polinomio caracteristico de una matriz companera

Sea C € M,,(K) una matriz compaiera de la forma

Ck—1 Ck—2 Co
1 0 0

C = 0
0 e 0 1 0

Entonces el polinomio caracteristico de C' esta dado por la expresién

k
pe(t) =t = ettt =tk — g tFT - — it — o
i=1

DEMOSTRACION. Tenemos que It — C estd dada por

t_ck,‘—l —Cl_9 e e —Cq
It—-C = 0
0 o0 -1t

Denotemos la matriz que resulta de eliminar una fila ¢ y columna j de It — C como [It — C; ;. Para
calcular el determinante pco(t) = det(It — C) podemos utilizar la regla de Laplace en la primera fila.

Obtenemos que

k
pc(t) = (t - Cszl) det([]t — 0]1,1) — Z(—l)j-"_lck,j det([[t — Ch,j)

J

= tdet([lt — 0]1’1) +

J

(—1)jck_j det([lt — C}Lj)

k
=1

Un célculo sencillo muestra que

det([It — C)y ;) = (—1)I 71k,
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Reemplazando en la formula anterior tenemos que

k
po(t) = t- 571 4 S (-1 (-1 e
j=1

k

=tk — Zt’“—jck_j.

j=1

Que es lo que querfamos demostrar. O

Observacién 2.4. La propiedad anterior nos muestra que la matriz companera puede utilizarse para
construir matrices con un polinomio caracteristico determinado. En otras palabras, todo polinomio
moénico puede ser obtenido como polinomio caracteristico de una matriz. Mas precisamente si

n—1
pt) =t"+ ) et =t" 4 cn 1t - ert + o,
1=0

entonces p es el polinomio caracteristico de la matriz

_cn71 _cn72 PR DY _CO
1 0 e e 0
0
0 0 1 0

[ Ejercicio 2.3.3 ]

Sea (an)nen la secuencia determinada por la recurrencia lineal
an = 6a,_1 — 1la,_o + 6a,_3.

Con valores iniciales ag = 2, a; = 5 y ay = 15. Diagonalizando la matriz compafiera, encuentre

una expresion para a, que sea valida para todo n € N.

Observaciéon 2.5. En general, si sabemos que la matriz companera es diagonalizable, no es necesario
diagonalizarla para encontrar la soluciéon general. Basta notar que la solucién serd una combinacién
lineal de los valores propios al exponente n. Luego, si las raices de p son A1, ..., Ay podemos fijar una
solucién general de la forma

G = AT 4o AL,

y utilizar las condiciones iniciales para determinar las constantes.

Ejercicio 2.3.4

Encuentre una solucién al Ejercicio sin diagonalizar la matriz companera.

El esquema anterior también puede utilizarse para resolver sistemas de recurrencias lineales.

[ Ejercicio 2.3.5 ]

Sea (an)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones que satisfacen

Ap = Gp—1 + bnfl
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bn = 4an—1 + bn—l

y ag = bg = 1. Exprese el sistema anterior como multiplicacién de una matriz por un vector y

encuentre una expresion para a, y b, que sea valida para todo n € N.

2.4. Formas triangulares

Hasta ahora hemos estudiado la diagonalizacion de matrices y hemos visto que permite dar un
analisis muy 1til de la accién de un operador sobre sus expacios propios, y permite calcular de manera
sencilla los exponentes A™.

Sin embargo, hemos visto también que muchas matrices no son diagonalizables. En ese caso lo mejor
que podemos esperar es encontrar una matriz semejante que tenga una forma, si bien no diagonal, al

menos mas agradable para realizar célculos y probar resultados.

Definicién 2.4.1: Matriz triangulable

Sea K un cuerpo y A una matriz cuadrada. Decimos que A es triangulable sobre K si es

semejante a una matriz triangular con coeficientes en K.

Hoy demostraremos que toda matriz con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado (lo
haremos en C) es triangulable. Mds adelante mostraremos que existe una forma matriz triangular
superior especial, llamada forma candénica de Jordan, que permite dar una forma normal a todas las

matrices.

Definicién 2.4.2: Subespacio invariante

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K y T: E — FE un operador. Un subespacio U de

E se dice T-invariante si para todo v € U tenemos que T'(u) € U.

En general, si es claro que hablamos de un operador T, diremos simplemente que el subespacio es

invariante, sin hacer referencia al operador.

[ Ejemplo 2.4.3 ]

Dado un operador T, los subespacios Ker(7') e Im(7") son invariantes ya que en el primer caso
T(u) = 0 € Ker(T) para todo u € Ker(T'), y en el segundo T'(u) € Im(T) para todo u € E, en
particular, para todo u € Im(T).

La nocién de subespacio invariante generaliza la nocién de espacio propio.

Ejemplo 2.4.4

Dado un operador T' y un valor propio A de T, el espacio propio asociado a A es un espacio

invariante, ya que si v € Ker(A — v), entonces T'(v) = Av € Ker(A — v).
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Definicion 2.4.5: Abanico

Sea E un espacio vectorial de dimensién n € Ny T: E — FE un operador. Una secuencia
Vi,...,V, de subespacios de F se denomina un abanico para 7T si cumple lo siguiente:

1. V; C V;4q para todo 1 <7 < n.

2. dim(V;) =i para todo 1 < i < n.

3. V; es T-invariante para todo 1 < i < n.

De la definicién, es claro que V,, = FE, ya que si F es de dimensién finita, entonces el tnico

subespacio de E de dimensién dim(FE) es E.

Definicion 2.4.6: Base de abanico

Sea E un espacio vectorial de dimensién n € N, T': E — F un operador y Vi, ..., V,, un abanico.
Una conjunto de vectores {vy, ..., v, } es una base de abanico si para todo 1 < i < n, el espacio

generado por vy,...,v; es V.

Observacién 2.6. Si un abanico Vi, ..., YV, existe, entonces siempre existe una base de abanico. Se
puede elegir v; como cualquier vector no nulo de V;. Como V3 C V,, se puede completar {v;} a una

base {v1,v2} de V5 y asi consecutivamente.

[ Ejercicio 2.4.7 ]

Sea A una matriz diagonalizable y {vy,...,v,} una base, donde v; es vector propio asociado a

un valor propio \;. Muestre que {v1,...,v,} es una base de abanico para A.

Ejemplo 2.4.8

Sea Vi, ..., V, un abanico para un operador T con base de abanico B = {vy,...,v,}. Entonces
el operador T" expresado como matriz en la base B es triangular superior. En efecto, como cada
V; es T-invariante tenemos que T'(v;) € V; para todo 1 < i < n. En particular como {vy,...,v;}

es base de V; existen escalares A; ; con 1 <7 < j < n tales que
T(Ul) = )\1’1’01
T(v2) = A1,201 + A2 202
T(v3) = A1,301 + A2 302 + A3 303

T(Un) = zn: /\i,nvi.
=1

Luego la transformacién T' expresada como matriz en la base B tiene la forma

A1 A2 A1z e Alg
0 )\272 )\273 000 Agm
0 0 A33 ... A3n
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Luego si existe un abanico para T, entonces la matriz A asociada a T con respecto a la ba-
se candnica es triangularizable. Un argumento similar muestra que si A es triangularizable,
entonces existe un abanico para 7', luego la existencia de abanicos caracteriza a las matrices

triangularizables.

El ejemplo anterior muestra que, dada una matriz A € M,,(C), si buscamos una matriz semejante
que sea triangular, basta encontrar un abanico para el operador determinado por A. El siguiente

resultado asegura que esta base siempre existe para matrices a coeficientes en C.

Teorema 2.4.9: Existencia de abanicos

Sea E un espacio vectorial sobre C de dimensién n > 1y T: E — E un operador. Entonces F

admite un abanico para 7T

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en n. El caso base n = 1 es trivial. Sean > 1y
supongamos que todo operador en un espacio de dimensién n — 1 admite un abanico

Como C es algebraicamente cerrado, el operador T admite un vector propio v; # 0 asociado a

un valor propio A; € C. Sean by, ..., b, vectores en F tal que {v1,bs,...,b,} es base de E. Sea V; el
espacio generado por vy y W el espacio generado por bs, ..., b,, tenemos que
E=VioW.

Por lo anterior, tenemos que dim(W) = n — 1. Nos gustarfa usar la hipétesis inductiva, pero para ello
necesitamos definir un operador sobre W ya que no es necesariamente cierto que W sea T-invariante.
Consideremos Py, y Py las proyecciones de E sobre Vi y W respectivamente. Notemos que como
E =V, @ W entonces Py, + Py = id.
Como Im(Py) = W, tenemos que Py T(W) C W, luego si definimos 77 = PwT entonces W
es un espacio T’-invariante. Utilizando la hipétesis inductiva obtenemos que W admite un abanico
{Wy,...,W,_1} para T'. Por conveniencia, definamos Wy = {0}.

Definamos para todo 1 <i<n

Vi=Vi+W;_1.
Vamos a demostrar que Vi, ...,V, es un abanico para T'.
En efecto, como W7y, ..., W,,_1 es un abanico, tenemos que W;_; C W, para todo 1 < i < n, luego

para 1 < ¢ < n tenemos que
Vi=WVi+Wi 1 CVi+W; =V
Como Vi NW = {0} y W} es un subespacio de W, tenemos que
d1m(V1 + WL) = dim(W,'_l) + dlm(Vl) = (Z — 1) +1=71.

Solo falta demostrar que V; es T-invariante. El caso i = 1 es directo pues v; es valor propio de T'. Para

1 > 1 notamos que 71" puede descomponerse del modo siguiente
T=idT = (Py, + Pw)T = Py, T +T".

Sea v € V; con i > 1. Debemos analizar los vectores Py, Tv y T"v.

Por un lado tenemos que Py, (Tv) C V5. Como V4 C V;, tenemos que Py, Tv € V;.

Para analizar T'v, notemos que por hip6tesis podemos escribir v = cv;+w; con c € Cy w; € W;_1.
Luego T'v = T"(vy) + T' (w;).



36 2. REPRESENTACION DE OPERADORES EN FORMAS CANONICAS

Como vy es vector propio T asociado a Aj, tenemos que
T/<’U1) = Pw(T(’Ul)) = )\Pw(’l)l) =0.

Por otro lado, como Wy,..., W, _1 es abanico, tenemos que W;_; es T’-invariante, luego T’ (w;) €
W;_1 C V;. Concluimos que T'v € V;
Juntando ambos resultados anteriores, obtenemos que T'(v) € V;, luego V; es T-invariante. Esto

completa la demostracion. O

[ )

Sea n > 1. Toda matriz A € M,,(C) es triangulable sobre C.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, existe un abanico Vi,...,V,, para el operador definido
por A. Luego si P es la matriz cuyas columnas corresponden a los vectores de una base de abanico
para Vi,...,V, tenemos que P 'AP es la representacién de A en la base de abanico y por lo tanto

triangular superior. O

[ Ejemplo 2.4.11 ]

Las matrices con coeficientes en R en general no son triangularizables sobre R. Considere

()

Si A fuese triangularizable, entonces deberfa existir un abanico para A y en particular un espacio
invariante de dimensién 1. Supongamos que V' es un espacio invariante con dim(V) = 1, luego
todos sus elementos son miltiplos de un v € R? no nulo.

Como V es invariante, tenemos que Av € V' y por lo tanto Av = Av para algin A € R, luego A
es valor propio de A. Como A no admite valores propios reales, concluimos no existen espacios

invariantes de dimensién 1 y que en consecuencia A no es triangularizable.

Los siguientes ejercicios permiten extender resultados de matrices diagonalizables a todas las ma-

trices sobre C.

Ejercicio 2.4.12 ]

Sea n > 1. Muestre que si A € M, (C) y sus valores propios (repetidos segin multiplicidad
algebraica) son Ay, ..., \,, entonces

L. det(A) =TT, N

2. tr(A) = >° ; Ai. Donde tr(A) denota la traza de A.
Indicacién: recuerde que det(AB) = det(A) det(B) y tr(AB) = tr(BA).

Observacién 2.7. El Teorema [2.4.9| es valido de manera general para un espacio vectorial sobre un

cuerpo K algebraicamente cerrado.
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2.5. El teorema de Cayley-Hamilton

Sea p € K[z] un polinomio de la forma p = 3"} _, ez y A € M,,(K). Podemos evaluar el polinomio

p en la matriz A para obtener nuevamente una matriz en M, (K) de la manera siguiente
n
p(A) = chAk =cp A"+ - 4 A%+ 1 A+ o] € M, (K).
k=0

De manera maéas general, si T: F — E es un operador, podemos obtener un nuevo operador

evaluando el polinomio en T’
p1) =3 aT" =, T" + -+ + 7% + 1T + coid € L(E, E).
k=0

Nuestro objetivo es estudiar una conexion interesante entre el polinomio caracteristico de un ope-

rador y el operador que se obtiene al evaluar el polinomio caracteristico en si mismo

Teorema 2.5.1: Cayley-Hamilton

SeaK=RoK=Cy A€ M,(K) una matriz cuadrada sobre K. Sea ps € K[z] el polinomio
caracteristico de A. Entonces

pa(A) es la matriz nula.

Como todo operador T: E — E en un espacio de dimensién finita puede representarse como una

matriz sobre la base candnica, lo anterior puede interpretarse como
pr(T) es el operador nulo para todo operador T € L(E, E).
Observacién 2.8. Una prueba incorrecta del teorema anterior es la siguiente. Recordemos que el
polinomio caracteristico se define como
pa(t) = det(tI — A).
Luego podriamos simplemente “evaluar”
pa(A) = det(AT — A) = det(0) = 0.

Lo anterior no hace ningin sentido. El lado izquierdo de la igualdad es una matriz n por n en tanto
que el lado derecho es un escalar. El término de la derecha de la expresion p4(t) = det(tI — A) solo
hace sentido en tanto que polinomio en la variable ¢ o al evaluarlo en un escalar, pero no al evaluarlo

en una matriz.

Ejemplo 2.5.2

Supongamos que A € M, (R) es una matriz diagonalizable y sea B = {v1,...,v,} una base
de vectores propios de A. Denotemos por pa(t) =Y ,_, cxz" el polinomio caracteristico de A.

Tenemos que si para todo 1 < ¢ < n el valor propio asociado a v; es \; entonces

n n n 0
pa(A)v; = chAkvi = ch)\fvi = (Z c;df) v; =pa(N)v; = 0v; =
k=0 k=0 k=0
0
Como B = {vq,...,v,} es una base de R™, obtenemos que A es la matriz nula. Esto muestra

que el teorema de Cayley-Hamilton es cierto para matrices diagonalizables.
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Lamentablemente el argumento anterior no puede utilizarse de manera general, puesto que si una
matriz no es diagonalizable, entonces no admite una base de vectores propios. Sin embargo podemos

utilizar que toda matriz en un cuerpo algebraicamente cerrado admite una base de abanicos.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.5.1] Supongamos primero que K = C. Por el teorema de la
existencia de Abanicos tenemos que el operador asociado a A € M,,(C) admite una base {v1,...,v,}
tal que si V; = (v1,...,v;) entonces Vi,...,V, es un abanico de A. Luego existe una matriz triangular
superior

a1 ... Qip
T={o "~ 1
0 ... ann
que representa a A en la base vy,...,v,, es decir, tal que existe una matriz invertible P tal que
A= PTP~ 'y Py; = e;. Notemos que el polinomio caracteristico de A estd dado por

n

pa(t) = H(t — Qi)-

i=1
Como las inicas matrices que aparecen en el polinomio caracteristico evaluado en A son potencias
de A, los términos (A — a; ;1) conmutan entre si.
Denotemos el vector de ceros en C™ como 0. Debemos demostrar que pa(A) es la matriz nula.
Para ello, basta mostrar que H2:1(A —agel)v; = 0 para todo 1 < ¢ < n. Procedamos por induccién

en i. El caso ¢ = 1 es sencillo puesto que
(A — 0,1,1])1}1 = PTP71U1 — Q1,101 = PT€1 —a1,1v1 = a171P(€1) — Q1,101 = 6

Supongamos i > 1y que Hi:1(A —aged)v; = 0 para todo 1 < j < i. Notemos que

7 1—1
(A - ai,i)vi = Av; — A3V = E Qp iV — Q4 iV = E Qg iUy € Vic1.
=1 =1

Luego podemos escribir

H(A —agel)v; = (H(A — aLgI)) (A—a; v = i Qi (H(A - aMI)> Uy = 0.

(=1 (=1 m=1 (=1

Reuniendo lo anterior, tenemos que para todo 1 <1i <n
Ps(A)v; = 0.

Luego Ps(A) es la matriz nula. Si K = R, basta notar que el polinomio caracteristico de T' tiene
coeficientes en R. Usando que R C C podemos usar el argumento anterior para mostrar que pr(7T) es

el operador nulo. O

Observacién 2.9. El teorema de Cayley-Hamilton es vélido en cualquier cuerpo (de hecho, en cual-
quier anillo conmutativo). En la demostracién utilizamos el teorema de existencia de abanicos que
requiere un cuerpo algebraicamente cerrado. Hay un teorema que muestra que todo para todo cuerpo
existe un cuerpo que lo contiene y que es algebraicamente cerrado, pero su prueba utiliza el axioma

de eleccién y estd fuera de los objetivos de este curso.

Ejercicio 2.5.3

Use el teorema de Cayley-Hamilton para mostrar que si todos los valores propios de una matriz

A son 0, entonces A es nilpotente.
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1 2
A= .
3 4
Sin calcular explicitamente la inversa de A, muestre que

A—51
TR

Ejercicio 2.5.4

Considere la matriz

A7l =

[ Ejercicio 2.5.5 ]

Encuentre el error en el argumento siguiente:

A:G )

Su polinomio caracteristico es pa(t) = t? — 2t. Por el teorema de Cayley-Hamilton, tenemos
que A2 =2A. Luego A = 2I.

Considere la matriz

Ejemplo 2.5.6 ]

Sea « un polinomio en C[z], A € M,,(C) y p el polinomio caracteristico de A. Al dividir v por
p obtenemos polinomios ¢, € C[z] tal que 0 < deg(r) < deg(p) tales que

Y=q-p+r,

Por el teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que p(A) es la matriz nula, luego

V(A) = q(A)p(4) +r(A) = r(A).
Luego v(A) =r(A).
Ejercicio 2.5.7 ]
Calcule A% para la matriz
0 0 -1
A=11 0 0
0 1 0

Indicacion: calcule el resto que se obtiene al dividir el polinomio z?? por el polinomio carac-

teristico de A y evalte.

Ejercicio 2.5.8: [dificil |

Una funcién f: M,,(C) — C se dice analitica si existen escalares (¢, )nen tales que

o K
flA) = nlingo ];)ckA para toda A € M, (C).

Un ejemplo de funcién analitica es la funcién exponencial. Muestre que f(A) puede expresarse

como un polinomio de grado a lo més n — 1 sobre A.
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2.6. Ideales principales y el polinomio minimal

Definiremos un polinomio que es de especial importancia para una matriz y que esta relacionado de
manera importante con el teorema de Cayley-Hamilton. Para dar un contexto que motive su definicién,
serd necesario estudiar algunas propiedades de los anillos.

Un anillo conmutativo es una estructura (R, 4+, -) tal que (R, +) es un grupo abeliano, (R,-) es un
monoide abeliano (es decir, como un grupo pero sin tener necesariamente inversos) y la multiplicacién
distribuye con respecto a la suma.

Todo cuerpo es automaticamente un anillo, pero los anillos no necesariamente son cuerpos. Por
ejemplo (Z,+, ) es un anillo pero no es cuerpo, ya que hay elementos no nulos que no son invertibles
para la multiplicacion.

Nos enfocaremos en un anillo que hemos estado utilizando constantemente en el curso

[ Ejemplo 2.6.1 ]

Sea K un cuerpo. El conjunto de polinomios K|[z] de una variable sobre K es un anillo conmu-

tativo con la suma y la multiplicacién.

Definicion 2.6.2: Ideal

Sea (R, +, ) un anillo. Un conjunto I C R se denomina ideal si satisface
1. (I,+) es un subgrupo de (R, +).
2. cx € I paratodoc€ R, x € 1.

Los ideales no son vacios ya que (I,+) es un subgrupo de (R,+), luego debe tener al menos un

elemento neutro.

[ Ejemplo 2.6.3 ]

Algunos ejemplos de ideales son los siguientes.
1. El ideal trivial I = {0} en cualquier anillo (R, +,-).
2. Elideal I = R en cualquier anillo (R, +, ).
3. El ideal de los multiplos de 3, I = {3k : k € Z} en (Z,+, ).
4. El ideal de los polinomios pares

I ={p € Zlx] : p=2q para algin q € Z[x]}.

Donde (Z[z],+, -) es el anillo de polinomios con coeficientes enteros.

Un ejemplo menos evidente que serd de especial relevancia es el siguiente.

Ejemplo 2.6.4 ]

Sea A € M,,(K) una matriz. El conjunto
Ann(A) = {p € K[z] : p(A4) es la matriz nula},

es un ideal denominado el anulador de A.

El teorema de Cayley-Hamilton nos dice que el polinomio caracteristico de una matriz A pertenece

a su anulador.
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Una manera natural de definir ideales es tomar uno o mas elementos de un anillo ay,...,a, ¥y
considerar todos los elementos del anillo que pueden obtenerse multiplicando a, ..., a, por elementos

del anillo y suméndolos. Eso motiva la definicién siguiente.

Definicién 2.6.5: Ideal principal y generadores

Sea (R, +,-) un anillo e I C R un ideal. Decimos que I es generado por ay,...,a, € I si todo

elemento de I puede escribirse de la forma,

n
Zciai, donde ¢; € R.
k=1

Si I es generado por un unico elemento a € R, decimos que es un ideal principal.

Ejemplo 2.6.6

El ideal trivial I = {0} estd generado por el neutro aditivo 0.
El ideal R estd generado por la identidad multiplicativa 1.
El ideal de los multiplos de k € Z \ {0} estd generado por |k|.

El ideal de los polinomios pares en Z[x] estd generado por el polinomio p = 2.

=~ 80N =

Definicién 2.6.7: Dominio de ideales principales

Un anillo (R, +,-) donde todo ideal es principal se denomina un dominio de ideales princi-

pales.

En inglés dominio de ideales principales se escribe usualmente PID (principal ideal domain).

[ Ejercicio 2.6.8 ]

Muestre que (Z,+, -) es un dominio de ideales principales.

Ejercicio 2.6.9 ]

Mostrar que el anillo Z[z] de los polinomios con coeficientes en Z no es un dominio de ideales

principales. Indicacion: considerar el ideal generado por los polinomios p =2y g = .

Proposicién 2.6.10: K[z] es PID

Sea (K, +, -) un cuerpo. Entonces el anillo K[z] es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION. Sea I un ideal. Si I = {0} entonces I estd generado por 0. Si no, existe p # 0
tal que p € I y su grado deg(p) es el mds pequeno posible. Afirmamos que p genera I.
Si no fuese cierto, existiria ¢ € I tal que g # sp para todo s € R. Entonces podemos dividir g por

p y tenemos y obtener un resto no nulo, es decir podemos escribir

q=Sp+r.
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Donde s, € R, r # 0y deg(r) < deg(p). Como ¢ € I y p € I, entonces —sp € I y tenemos que
q— sp=r € I. Luego existe r € I no nulo con deg(r) < deg(p), contradiciendo la eleccién de p. O

Observacién 2.10. SiI # {0} es un ideal en un anillo de polinomios K[z] sobre un cuerpo K, entonces

su generador es unico salvo multiplicacién por un polinomio constante.
En particular, si A € M,,(K) el ideal
Ann(A) = {p € K[z] : p(4) = 0},

es principal. Eso quiere decir que existe un polinomio ménico py,;,, € K[z] tal que si p(A) = 0 entonces

Pmin divide a p.

Definicién 2.6.11: Polinomio minimal

Sea K un cuerpo y A € M,,(K). el polinomio minimal de A es el tinico polinomio ménico

Pmin que divide a todo polinomio que anula a A.

Observacion 2.11. Por el teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que el polinomio caracteristico anula
a A, luego Ann(A) # {0}. En particular p,;,, # 0. De hecho, una forma equivalente del teorema de

Cayley-Hamilton es que el polinomio minimal divide al polinomio caracteristico p(t).

pa(t) = ppip (t)q(t) para algin polinomio ¢ € K[z].

[ Ejercicio 2.6.12 ]

Sea I € M,,(K) la matriz identidad. Calcule su polinomio caracteristico y polinomio minimal.

jpara qué valores de n coinciden?

Ejercicio 2.6.13 ]

Sea P una proyeccién. Muestre que el polinomio p(xz) = z(z — 1) anula a P. jCuando es p su

polinomio minimal?

[ Ejercicio 2.6.14 ]

Muestre que si todos los valores propios de una matriz A € M,,(K) son distintos, entonces el

polinomio minimal coincide con el polinomio caracteristico.

Ejercicio 2.6.15 ]

Sea A € M,,(R) una matriz a coeficientes reales tal que A% + I = 0. Muestre que n es par.

2.7. El teorema de descomposicién prima

Sea T': E — E un operador. Recordemos que un subespacio V C E es T-invariante si T(V) C V.
Estudiaremos un resultado que nos permitira utilizar el polinomio minimal para descomponer el
espacio como suma directa de subespacios invariantes. Esto nos dard una forma explicita de calcular

el polinomio minimal, y una nueva interpretacién de éste.
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Recordemos que vimos que si A € K es un valor propio de una matriz A € M, (K), entonces
el espacio propio Ker(A — AI) es un espacio invariante para el operador definido por A. El siguiente

ejemplo generaliza lo anterior.

[ Ejemplo 2.7.1 ]

Sea A € M,,(K) y p € K[z] un polinomio arbitrario. El espacio Ker(p(A)) es invariante.
En efecto, si v € Ker(p(A)) entonces p(A)v = 0. Luego

0= p(A)v = Ap(A)v = p(A)(4v).

De donde se deduce que Av € Ker(p(A)). Notemos que el caso de un espacio propio corresponde

a tomar el monomio p = (x — A).

Por definicién, sabemos que el polinomio minimal p;;;, de una matriz A € M, (K) la anula.
Luego Ker(pyiy(A4)) = K. Lo que haremos seréd estudiar los diferentes factores de p;;, de manera
separada mostrando que K" puede descomponerse como suma de nucleos de estos factores. Antes de

ello, necesitaremos demostrar una versién de la identidad de Bezout para polinomios.

Definicién 2.7.2: Maximo comiin divisor de polinomios

Sea K un cuerpo. Decimos que un polinomio ménico d € K[z] es el maximo comun divisor
de p, q € Kz] si d es el polinomio de grado méximo que divide simultdneamente a p y g.

Decimos que p y ¢ son relativamente primos si su maximo comun divisor es 1.

Observacion 2.12. Notemos que si d divide simultdneamente a p y ¢, entonces cd también lo hace
para toda constante no nula ¢ € K. Por esto pedimos que el maximo comun divisor sea un polinomio

monico.

Proposicion 2.7.3: Identidad de Bézout para polinomios

Sean p, ¢ € K[z] no nulos y d su maximo comin divisor. Entonces existen h, k € K[z] tales que

d(x) = p(x)h(z) + g(z)k(z).

DEMOSTRACION. Definamos
S = {t(z) = p(z)h(x) + q(x)k(z) : b,k € K[z],t es un polinomio ménico no nulo}.

Claramente S es un conjunto no vacio pues como p # 0 existe una constante ¢ € K tal que ¢p € S. Sea
t* = p(x)h*(z) + ¢(z)k*(z) un polinomio de grado minimo en S. Mostraremos que t* es el maximo
comun divisor de t*.

Por un lado, dividiendo p por t* tenemos que existen s,r € K[z] tal que deg(r) < deg(t*) tal que

p(z) =t"(z)s(x) + r(x).
Luego
r(z) =p(z) — t"(x)s(z) = p(z) — s(z)(p(x)h"(z) + q(2)k" (x)) = p(2)(1 — s(x)h*(2)) + q(z)k" (2)s(x).

Como deg(r) < deg(t*), tenemos que r ¢ S y luego r = 0. Obtenemos que t* divide a p.
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Con un argumento andlogo, se obtiene que ¢* divide a ¢. Supongamos ahora que f € K[z] es un
divisor a la vez de p y ¢, luego podemos escribir p(z) = f(z)p'(x) y ¢(x) = f(x)¢'(x) para algunos
7', ¢ € K[z]. Luego

t*(z) = f(2)p'(2)h"(z) + f(2)q (2)k" (x) = f(2)(p'(2)h" (z) + ¢ ()K" (z)).
Luego f divide a t*. Concluimos que t* es el maximo comun divisor de p y q. O

Con la identidad anterior podemos demostrar el siguiente resultado que permite descomponer un

espacio en dos espacios invariantes utilizando alguna factorizaciéon relativamente prima de un polinomio

anulador.

Lema 2.7.4

Sea E un espacio vectorial sobre K, T: E — E un operador y p € K[z] un polinomio tal que
p(T) = 0. Supongamos que p puede escribise como multiplicacién de dos polinomios p = fg con

f» g € Klz] relativamente primos. Luego

K" = Ker(f(T)) ® Ker(g(T)).

DEMOSTRACION. Como f y g no tienen divisores en comiin, por la identidad de Bezout tenemos
que existen polinomios j, h € K[z] tal que
() f(x) + h(x)g(x) = 1.
Evaluando en T obtenemos que
J(I)f(T) + h(T)g(T) = 1.
Sea v € K", luego
J(T)f(T)o + hT)g(T)v = v
Notemos que j(T)f(T)v € Ker(g(T)), esto dado que
g(M)j (M) f(T)yv = (T)(g(T)f(T))v = j(T)p(T)v = 0.
Similarmente, h(T)g(T) € Ker(f(T)). Esto demuestra que K™ es suma de los espacios Ker(f(T)) y
Ker(g(T)).
Mostremos que la suma es directa. Para ello mostraremos que la descomposicién es tinica. Supon-
gamos v = uj + uz con uy € Ker(f(T)) y us € Ker(g(T')). Multiplicando por j(T)f(T) obtenemos
() (T)o = G(T) f(T)ur + §(T) f(T)ug = §(T) f(T)uz = us

La tltima igualdad sale de la ecuacién j(T) f(T)us + h(T)g(T)us = ug. Luego us estd completamente
determinado por v. Del mismo modo, multiplicando v = uy + ug por h(T)g(T') obtenemos que u; =

h(T)g(T)v. Luego la descomposicién es tnica. O
Recordemos que el anulador de T es el ideal de polinomios dado por

Ann(T) = {p € Kz] : p(T) = 0}.

Teorema 2.7.5: Descomposicion prima

Sea E un espacio vectorial sobre K, T: E — FE un operador y p € Ann(T'). Supongamos que p
se escribe como
p(t) =t — A1)t —Xo)™2 . (E— M)
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Entonces F es la suma directa de los subespacios Ker((7'— \;I)™)

DEMOSTRACION. Procedamos por induccién en el niimero de términos de la forma (¢ — A;)™i.
Si hay un solo término no hay nada que probar. Supongamos que el resultado es vélido para n — 1
términos. Por el Lema [2.7.4] tenemos que

E=Ker((T — MI)™) @ Ker((T — Mo I)™2 ... (T = M\ I)™)

Llamemos W = Ker((T'— AoI)™2 ... (T'— A I)™*). Por definicién el polinomio (t—A2)™2 ... (t—Ag)™*)
anula a W y tiene n — 1 términos. Por hipétesis inductiva tenemos que W = Kery ((T' — A21)™2) @

< @ Kerw ((T' — A\ I)™) donde Kery, denota el nicleo en el subespacio W, es decir
Kerw (T'—NI)™) ={w e W : (T — \I)™w = 0}.
De aqui se sigue que
E=Ker((T —MI)™) @ Kerw (T —XI)™ & - @ Kerw (T — Apd)™>.

Basta demostrar que Kery (T — A\ 1)™i = Ker((T — \;I)™¢) para todo 2 < i < k.
Por un lado, es claro que Kery ((T'— \;I)™ C Ker((T' — A\ I)™#). Por otro lado, si v € Ker((T —
AiD)™) luego (T — A I)™iv = 0 para algin ¢ € {2,...,k}. Luego

(T = Ao D)™ .. (T — NI)™v = 0.
Por lo tanto v € W. Esto muestra que Ker((T'— \;I)™ C Kery (T — M\ I)™). O

Observacion 2.13. En los dos resultados anteriores no asumimos que la dimensién de E fuese finita.

El resultado es vélido inclusive para espacios vectoriales de dimensién infinita.

El teorema de descomposiciéon prima nos da una manera nueva de calcular los exponentes del
polinomio minimal: para un valor propio A el exponente de (t — \) corresponderd al entero n > 1 més
pequeiio tal que Ker((T — M\I)") = Ker((T — AI)"*1).

[ )

Sea A un valor propio de A € M,,(C). El exponente m; de un término (t —A)™ en el polinomio

minimal de A es el entero positivo més pequeno tal que

Ker((A — A)™) = Ker((A — XI)™it1),

DEMOSTRACION. Sean M1, ..., )\, los valores propios de A con multiplicidad algebraica n,...,ng

respectivamente. Para 1 < ¢ < k definamos m; como el entero positivo més pequenio tal que
Ker((A — )™ = Ker((A — XI)™it1).

Por el teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que p,,;;, divide al polinomio caracteristico. Luego

existen valores r; < n; tales que
k

pmin(t) = H(t =)

i=1

Por el Teorema obtenemos que

C"=Ker((A—MD)") @ - @ Ker((A—AI)™),
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lo cual implica que
k

n= Z dim(Ker((A — X\ 1)"™)).
i=1
En particular, dim(Ker((A—X\,I)" 1)) = dim(Ker((A—X;1)™)) ya que si aumentamos el exponente
74, el nuevo polinomio también anula a A. De esto obtenemos que Ker((A—X;1)") = Ker((A—X;I1)"it1)
por lo cual r; > m; para todo 1 < i < k.

Consideremos el polinomio
k

q(t) = H(t — )™

Por definicién de m;, tenemos que Ker((A—AI)™i) = Ker((A—AI)"), luego todo € E puede escribise

de la forma x = vy + - - - 4+ vg con v; € Ker((A — AI)™#). En consecuencia tenemos que

a(A) =" a4y = 0.

i=1
Luego q(A) € Ann(A), de donde obtenemos que el polinomio minimal p,, 3, divide a ¢ y luego r; < m;

para todo 1 < i < k. Concluimos que ¢ es el polinomio minimal. O

Observacién 2.14. Sea A € M,,(C) con polinomio minimal dado por

k
Pmin () = [J(t = 2™

i=1
Sea d; = dim(Ker((A—X\;I)™)). Si construimos una base de C" como la unién de las bases {v; 1,...,v; 4, }
de cada espacio dim(Ker((A — A\;I1)™)). Entonces el operador determinado por A en esa base es una

matriz por bloques de la forma siguiente

Bl Odl,d2 e Odhdk
04y ,dy By oo | Ody,dy,
Ody.dy | Odpody | --- | DBr

Donde 0,4, es la matriz de ceros con a filas y b columnas y B; es la matriz cuadrada de tamano d; que
representa a la matriz A en el subespacio Ker((A — A\;I)™¢) sobre la base {v;1,...,vi4,}-

En palabras maés simples, A siempre es semejante a una matriz por bloques de la forma anterior.

[ Ejercicio 2.7.7 ]

Calcule el polinomio minimal de la matriz

b

Il
o o o o~
S O O R =
© o v o o
= RS
M O O O O

Una matriz A € M,,(C) es diagonalizable sobre C si y solamente si el exponente de cada término

(t — \;)™ en su polinomio minimal es m; = 1.
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DEMOSTRACION. Sean A1,. .., \; los valores propios de A. Supongamos que el polinomio minimal

de A se factoriza en polinomios primos distintos.
Prin() = (& = A1) ... (t = Ag).
Luego por el teorema de descomposicién, tenemos que
C"=Ker(A—MI)"™ & - ®Ker(A — \I)™".

Si m; = 1 para todo 1 <4 < k, entonces como cada espacio Ker(A — A\;I) es por definicién el espacio
propio asociado al vector propio A;, tenemos que A es suma directa de sus espacios propios. Esto
implica que es diagonalizable.
Inversamente, si A es diagonalizable, tenemos que A es suma directa de sus espacios propios
Ker(A — A1) lo cual implica que n = Zle dim(Ker(A — A\;I)) y por lo tanto
k k
> dim(Ker(A = \I)) =Y dim(Ker(A — A\;1)™).
i=1 i=1
Como Ker(A—\;I) C Ker((A—A\;I)™) tenemos que dim(Ker(A—\; 1)) < dim(Ker((A—X\I)™)).

Por lo anterior tenemos que

Del corolario anterior deducimos que m; = 1. O

Ejercicio 2.7.9 ]

Sea A € M,,(C) una matriz nilpotente. Muestre que A es diagonalizable si y solamente si A es

la matriz nula.

Ejercicio 2.7.10 ]

Sea A € M, (C) una matriz y p € C[z] un polinomio tal que p(4) = 0. Supongamos que p
puede escribirse como p = fg con f,g € C[z] dos polinomios sin divisores comunes de grado

mayor o igual a 1. Muestre que

Ker(f(A4)) = Im(g(A4))

Ejercicio 2.7.11

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y T': V' — V un operador. Suponga que existen

espacios vectoriales T-invariantes V7, ..., V) tales que
V=WVi®& -0V
Muestre que si f € K[z] es un polinomio arbitrario, entonces

OV =FfTWVi®- @& f(T)Vi.



48

2. REPRESENTACION DE OPERADORES EN FORMAS CANONICAS

| Ejercicio 2.7.12: [Dificil] |

diferenciables que satisfacen la ecuacién anterior. Notemos que D: E — E dado por D(f) = -

Considere una ecuacién diferencial de la forma

d» dn-1t d
%f+0n—1mf+”'+€1@f+cof:0-

Donde ¢; € R. Definamos el espacio vectorial E de las funciones f: R — R infinitamente

d

es un operador en este espacio.

Definamos

p(t) ="+ cp1t" Tt + -+ it + co,

1. Muestre por induccién en m que para todo A € C, f € E'y m € N tenemos que

(D =A™ f = e DM (e A2 f).

Indicacion: use la regla de la cadena. Si no sabe derivar funciones complejas puede

suponer que A € R, aunque el resultado es valido también si A € C.

. Del punto anterior se obtiene que f € Ker((D—\I)™) siy solamente si D™ (e=** f(z)) =

0. Pruebe que e~ ** f(z) es un polinomio de grado a lo mas m — 1.

. Concluya que Ker((D — AI)™) estd generado por el conjunto

{e?® ze?®, ... ™M),

. Muestre que p € Ann(D), es decir, que p(D) es el operador nulo. Concluya que el

polinomio minimal de D divide a p.

. Escribamos el polinomio minimal de D de la forma

k

Pmin(t) = [Tt = x)™.

i=1
Donde \; son las raices de p. Usando el teorema de descomposicién prima, muestre que

el espacio de soluciones de la ecuacién (1) estd generado por la base

k
U{e)‘””, zeNT . ,xmi_lek"m}.
=1

. Concluya que el espacio de soluciones de (1) tiene dimensién finita igual a la suma de

los exponentes del polinomio minimal de D.

2.8. La forma canénica de Jordan

Recordemos que si A € M,,(C) tiene un polinomio minimal dado por

k

Pmin () = [J(t = X)™.

i=1

Entonces el operador determinado por A es semejante a una matriz por bloques de la forma

Bilo|...| o0
0 |B|...] 0




2.8. LA FORMA CANONICA DE JORDAN 49

Donde los 0 representan bloques de ceros y B; son matrices cuadradas que representan a la matriz A
en el subespacio invariante Ker((A — X\;I)™) sobre alguna base de éste. Nuestro objetivo es describir

una base de Ker((A — A\;1)™i) que facilita la representacién de los bloques B; y simplifica los célculos.

Definicién 2.8.1: Vector y espacio propio generalizado

Sea E un espacio vectorial sobre K, T': E — FE un operador y A € K. Decimos que un vector

x € E no nulo es vector propio generalizado de orden m > 1 asociado a A si
(T — Xid)™z = 0 pero (T — X\id)™ 1z # 0.

El subespacio generado por todos los vectores propios generalizados asociados a A se denomina

espacio propio generalizado.

Observacion 2.15. El teorema de representacion afirma que todo espacio vectorial de dimensién

finita es suma directa de sus espacios propios generalizados.

Observacién 2.16. Un vector propio generalizado de orden 1 es exactamente un vector propio. Mas
generalmente, si v es un vector propio generalizado de orden m asociado de A entonces (A — \I)™ v

es un vector propio de A.

Observacién 2.17. Sea m,; el exponente de un término (¢ — A;)™ en el polinomio minimal de una
matriz A € M,,(K). Luego el espacio propio generalizado asociado a \; es Ker((A—\;1)™). Sim; =1

el espacio propio generalizado coincide con el espacio propio.

Lema 2.8.2

Sea A € M, (K), A € K y v un vector propio generalizado de orden m asociado a A. Entonces
el conjunto

{v,(A = AD)v, (A= \D)?v,...(A— A" o},

es linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Denotemos B = (A—\I). Supongamos que el resultado es falso, entonces existen

constantes cg, ...,cn_1 € K tales que

cov+c1Bu+ -+ o1 B™" o = 0.

Sean f(t) = Zl:fol cre® € K[z] y g(t) = 2™. Luego tenemos que f(B)v = 0. Como v es vector propio

generalizado de orden m, tenemos que g(B)v = B™v = 0.

Sea h el divisor comin de grado maximo de fyg. Por la identidad de Bezout existen polinomios
p,q € K[z] tales que

h(z) = p(z) f(z) + q(z)g(x).
De donde obtenemos que
h(B)v = p(B)f(B)v+ q(B)g(B)v = 0.

Por lo tanto h(B)v = 0. Como h divide a g, entonces h(z) = 2" para algin 0 < r < m. Por otro
lado, como h divide a f, debe ser de grado a lo mas m — 1. Luego existe 0 < r < m — 1 tal que

B"v = (A —=X)"v =0, lo cual contradice que v es vector propio generalizado de orden m. O
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Definicién 2.8.3: Espacio ciclico

Sea V un espacio vectorial sobre Ky 7': V' — V un operador. Decimos que V' es un espacio

ciclico si existe A € K y un vector propio generalizado v € V' asociado a A tal que

{v, (A= X)v, (A= AI)?v,...(A—=XI)™" v} es base de V,

Observacién 2.18. Notemos que si v es un vector propio generalizado de orden m asociado a A para

una matriz A, entonces para todo 0 < i < m — 1 tenemos que
A(A = XD)'v = (A= M+ X)(A—=N)'v = (A— )" o+ NA— ).

Luego la accién de A sobre un espacio ciclico de dimensién m puede representarse en su base {v, (A —
A)v, (A —XI)?v,...(A— XI)™ v} mediante una matriz

A1 0 0 0
0 X 1
0 0 A

B =
0 00 ... X1
00 0 ... 0 A

Esta matriz se denomina bloque de Jordan. Tiene la entrada A en la diagonal, 1 sobre la diagonal
y 0 en todas las otras posiciones. La base {v, (4 — A )v, (A — M\ )?v,...(A — XI)™ v} se denomina
base de Jordan del bloque B.

Ahora, supongamos que F es un espacio vectorial que se descompone como suma directa de espacios
ciclicos invariantes bajo un operador T: F — FE. Es decir

E=VieVe&- - &V,

Donde cada V; es un espacio T-invariante ciclico. Por lo anterior, el operador T puede representarse

mediante una matriz

B0 |...]0

0 |By|...| O
J:

0 0 |...| Bg

Donde cada B; es el bloque de Jordan asociado al espacio ciclico V.

Definicién 2.8.4: Forma candnica de Jordan

Una matriz J por bloques, donde los bloques de la diagonal corresponden a bloques de Jordan

y el resto a bloques de ceros se denomina forma candénica de Jordan.

A continuacién demostraremos que toda matriz A € M,,(C) es semejante a una forma canénica de
Jordan. Para esto bastara mostrar que todo espacio vectorial puede descomponerse como suma directa
de espacios vectoriales A-invariantes y ciclicos. En efecto, ya vimos que un espacio ciclico admite una
base que permute representar a A como un bloque de Jordan. Luego la accién de A sobre la suma

directa de estos espacios se representard mediante la forma canoénica de Jordan.
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Teorema 2.8.5: Existencia de la forma canénica de Jordan

Sea V' # {0} un espacio de dimensién finita sobre Cy T: V' — V un operador. Entonces existen
espacios ciclicos T-invariantes Vi, ..., Vi tales que

k
V=@PVi=VioV,@- oV

i=1

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en la dimensién del espacio. Si el espacio es de
dimensién 1 el resultado es automético. Supongamos que dim(V') > 1 y que el resultado es cierto para
todo espacio de la forma anterior de dimensién a lo mas dim(V) — 1.

Como el espacio vectorial V' estd definido sobre el cuerpo algebraicamente cerrado C, podemos
escribir el polinomio minimal de T' de la forma

s
Prin(t) = H(t =A™
i=1
Donde los \; € C son valores propios y m; los enteros positivos mds pequenos tales que Ker((T —

Aiid)™) = Ker((T — X\;id)™+1). Por el teorema de descomposicién, tenemos entonces que

V= éKer((T — Miid)™).

i=1
Donde cada espacio Ker((T' — X\;id)™¢) es T-invariante. Por lo anterior, bastard demostrar que cada

espacio no trivial de la forma Ker((T — Aid)™) para algin A € C y entero positivo m tal que
Ker((T — Aid)™) = Ker((T — Xid)™ ),
puede descomponerse como suma directa de espacios ciclicos y T-invariantes.
Fijemos A € C y m > 1 con la propiedad anterior. Para simplificar la notacién, escribiremos
L=T-Xidy U =Ker(L™) = Ker((T — Aid)™). Sea d = dim(U) y notemos que d < dim(V).
Consideremos el espacio LU = Im(L). Por el teorema de rango-nulidad
dim(U) = Im(L) + dim(Ker(L)),
luego, como Ker(L™) = U, tenemos que Ker(L) > 1, por lo cual dim(LU) < dim(U) < dim(V).
Luego por hipétesis inductiva, existen espacios T-invariantes ciclicos W1, ..., W, tales que
LU=W1 oWy ®---DW,.
Por definicién, para cada espacio W, existe un vector propio generalizado w; € W; de orden r; tal que

{w;, Lw;, ... L™ w;} es base de W;.

Como W; C LU, para cada w; podemos encontrar un vector v; tal que Lv; = w;. Notemos que v; es
un vector propio generalizado de orden r; + 1 ya que L™t 1v; = LTw; = 0.
Definamos V; el espacio generado por la base {v;, Lv;, ..., L"v;} y tomemos

Vi=V+Vy+--+ V.

Afirmacién: La suma V' =V +Vy +--- 4+ V/ es directa.
Para ello basta demostrar que si 0 = v] +---+v}, con v, € V/, entonces v} = 0 para todo 1 <1i < £.

notemos que todo elemento v, € V/ es de la forma

vg = cou; + ¢c1Lv; + - - - 4+ ¢.L"v; para constantes cg, ..., ¢, € C.
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Luego es de la forma f;(L)v; para el polinomio f; con constantes cg, ¢1, ..., ¢.. De este modo, podemos
escribir
0= fi(L)vi+ -+ fe(L)ve.

Aplicando L y utilizando que v; = Lw; obtenemos que
0= fl(L)wl + 4 fz(L)wg

Como la suma de los espacios W; es directa, obtenemos que f;(L)w; = 0 para todo i.
Como W; es ciclico, su polinomio minimal es ™, tenemos que t"¢ divide a f;, como r; > 1 podemos

escribir f;(t) = tg;(t) para algin polinomio g(t). Luego tenemos que f;(L) = ¢g;(L)L y entonces
0= fi(L)vi + -+ fe(L)ve = g1(L)wy + -+ + ge(L)wy.

Nuevamente utilizamos que la suma de los espacios W; es directa para concluir que g;(L)w; = 0 para
todo i. Luego
fi(L)vi = gi(L)Lv; = gi(L)w; = 0.
Con esto hemos demostrado que la suma de los espacios V' es directa.
Afirmamos ahora que LU = LV’. En efecto, como todo Lv; € LU, es claro que LV’ C LU. Por
otro lado, como LV es suma directa de los espacios W; y w; = Lv}, entonces LU C LV".
Sea u € U arbitrario. Como LU = LV’, existe v’ € V' tal que Lu = Lv'. Luego podemos escribir

u=v"4 (u—12") y tenemos que v' € V 'y L(u —v") =0, luego u — v' € Ker(L). Hemos mostrado que
U=V"+Ker(L).
Claramente V' contiene elementos de Ker(L) (por ejemplo los L™ ~!w) por lo cual la suma no es

directa. Sea B’ una base de V', podemos extender B’ a una base B = B’ U {uy,...,u;} de U con

elementos uy, ..., u; € Ker(L). Definiendo U; el espacio generado por u;, tenemos que
U=V'eU,a6U;& - -oU
=(V{e-aV)eUie ol

Por definicién, todos los espacios V' son ciclicos e invariantes. Los espacios U; estdn generados por un

vector propio u;, luego también son ciclicos e invariantes. Esto termina la demostracion. O

[ ]

Toda matriz A € M,,(C) es semejante a una matriz en forma canénica de Jordan.

DEMOSTRACION. El espacio C" puede descomponerse como suma directa de espacios ciclicos A-
invariantes Uy, . . ., Ug. Tomando en cada espacio ciclico U; una base de Jordan {u;, (A—A)u;, ... (A—

A)™i~1y;} se obtiene una base de C*
B = | J{ui, (A= NiDus, ... (A= NI)™ ).
i=1

Tomando P la matriz cuya columna Zf;ll m; +fparal <j<k—1y0 <l < m;estd dada por el
vector (A — A\;jI)%u;. Obtenemos que
J=P AP,

es una forma candnica de Jordan para A. (]
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Observacion 2.19. El tnico lugar donde se usa que K = C en las dos pruebas anteriores es cuando
se usa que el polinomio minimal se puede factorizar en términos lineales. Si una matriz sobre R admite
solo valores propios reales, entonces también es semejante una forma canénica de Jordan con entradas
en R.

Ejercicio 2.8.7

Determine una forma canoénica de Jordan y las matrices de paso de la matriz

A:

o O O
o O =
R

Proposicién 2.8.8: Propiedades de la forma candnica de Jordan

Sea A € M,,(C) y J una forma canénica de Jordan semejante a A. Las siguientes propiedades
son ciertas:
1. Los elementos de la diagonal de J son exactamente los valores propios de A.
2. La suma de los tamanos de todos los bloques de Jordan J; cuya diagonal esta compuesta
de X es igual a la multiplicidad algebraica pa ().
3. El nimero de bloques de Jordan con diagonal A\ y de tamano al menos j > 1 estd dado
por
dim(Ker(A — M\I)7) — dim(Ker(A — AI)771).
4. El ntimero de bloques de Jordan con diagonal A de tamano exactamente j > 1 esta

dado por
2dim(Ker(A — AI)?) — dim(Ker(A — AI)? 1) — dim(Ker(A — AI)7t1).

5. El ntiimero de bloques de Jordan en J con diagonal A\ es igual a su multiplicidad
geométrica y4 ().
6. El tamario del bloque de Jordan més grande asociado a A es el exponente m; de (t—\;)™i

en el polinomio minimal de A.

DEMOSTRACION. Como A es semejante a J, tenemos que A = PJP~! para alguna matriz inver-
tible P.

Notemos que J es una matriz diagonal superior, luego su polinomio caracteristico estd dado por
ps(t) =TI (t—J;;). Como J es semejante a A, tenemos que p,(t) = pa(t) y luego los elementos J; ;
son valores propios de A. Esto muestra 1.

Por lo anterior, el valor propio A ocurre tantas veces en la diagonal de J como su multiplicidad
algebraica. Luego la suma de los tamanos de los bloques de Jordan con diagonal A es exactamente su
multiplicidad algebraica. Esto muestra 2.

Para ver que 3. es cierto, supongamos que un bloque de Jordan de tamano j asociado a A ocurre
entre las filas K+ 1,..., k4 j para algin entero k. Para 1 < i < j denotemos por v; el vector dado por

la columna k + ¢ de P. Luego tenemos que

AUl = )\’01
Avy = Avg + 13
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A'Uj,1 = )\’Uj,1 + Vj—2
A’U]‘ = )\Uj —+ Ujfl.

De aqui se deduce que

(A—AI)’Ul =0
(A—)\I)UQ =V

(A - /\I)Uj_l =Vj-1
(A - )\I)Uj =Vj-1

De donde obtenemos que para todo 1 < i < j tenemos que v; € Ker(A — XI)? \ Ker(4 — \I)i~ty
luego es un vector propio generalizado de orden 3.

De lo anterior, todo bloque de tamano j aporta 1 vector propio generalizado de cada orden 1 <
i < j. Las columnas de P asociadas a bloques de Jordan con diagonal A forman una base del espacio
propio Ker(A — AI)™ para m el tamano del bloque con diagonal A més grande. De aqu{ obtenemos que

las columnas de P que son valores propios de orden i asociados a A generan una base de Ker((4—AI)?).

Sean Ny, ..., N, la cantidad de bloques de Jordan de tamano 1 < ¢ < m Luego tenemos que
j—1
dim(Ker((A — M)?)) = > ¢Ny+ j(Nj + Nig1 + ... Ny).
=1
Luego

dim(Ker((A — XI)7)) — dim(Ker((A — AXI)7™1)) = Nj + -+ + Ny,

Donde la suma Nj + --- + Ny, es la cantidad de bloques de tamano al menos j. Esto prueba 3.

Para demostrar 4. usamos 3. de la forma siguiente: N; = (N; +-- -+ Ny) — (Njq1+-- -+ Np), luego
por 3. tenemos que
Nj=(Nj+---+Ng) = (Njy1+---+ Np)

= dim(Ker((4 — AI)?)) — dim(Ker((A — AI)’™")) — (dim(Ker((4 — A1)’ ™)) — dim(Ker((4 — AI)?)))

= 2dim(Ker((A — AI)7)) — dim(Ker((A — XI)? 1)) — dim(Ker((4 — AXI)?*1))

El punto 5. es consecuencia de 3. ya que

Ny + -+ N, = dim(Ker(A — \I)) — dim(Ker(I)) = ya(A) — 0 = v ().

Finalmente 6. se deduce de que las columnas de P asociadas a bloques de Jordan con diagonal A\
forman una base del espacio propio Ker(A — AI)™ para m el tamano del bloque con diagonal A més

grande. t

[ l

Sea A € M,,(C). La forma candnica de Jordan de A es tnica salvo permutacién de los bloques
de Jordan.
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DEMOSTRACION. Por la ProposiciénMparte 3, tenemos que el nimero de bloques de Jordan de
tamano j asociado a un valor propio fijo estd totalmente determinado por A. Luego su forma candnica

de Jordan estd completamente determinada modulo permutacién de los bloques de Jordan. O

Ejercicio 2.8.10

Sea A una matriz tal que
1. Su polinomio caracteristico es p(t) = (t — 3)(t — 2)3(t — 1)2.
2. Su polinomio minimal es p;, (t) = (¢ — 3)(t — 2)%(t — 1).
3. dim(Ker(A — 21)) = 2 y dim(Ker((4 — 21)?)) =3

Determine una forma canénica de Jordan de A.

[ Ejercicio 2.8.11 ]

Muestre que no existe ninguna matriz A € M,,(C) tal que
1. Su polinomio caracterfstico es p(t) = (¢t — 3)*(t — 2)4(t — 1)2.
2. Su polinomio minimal es py;,, (£) = (t — 3)(t — 2)%(t — 1).
3. dim(Ker(A — 21)) = 2 y dim(Ker((A4 — 21)?)) = 4.

[ Ejercicio 2.8.12 ]

Sea A € M,,(C) tal que

» Su polinomio caracterfstico es pa(t) = t5.
» dim(Ker(A)) = 4, dim(Ker(42)) = 6, dim(Ker(A3)) = 7 y dim(Ker(A*)) =8

Determine una forma candnica de Jordan de A.

Ejercicio 2.8.13 ]

Sea A € M,,(C) tal que
= Su polinomio caracteristico es pa(t) = (t +5)°(t +2)(t — 1)°(t — 7)%
» Su polinomio minimal es p;,, (¢) = (¢ + 5)*(t + 2)(t — 1)%(¢t — 7).

Determine una forma canodnica de Jordan de A.

[ Ejercicio 2.8.14

Para cada uno de los casos siguientes construya ejemplos de dos polinomios monicos p; y ps
sobre C tales que sean polinomio caracteristico y minimal de una matriz y tales que:
1. La forma de Jordan asociada a una matriz con estos polinomios es tinica salvo permu-
tacion de los bloques.
2. Existe més de una forma de Jordan posible asociada a p; y pa (sin contar permutacién

de los bloques).
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Ejercicio 2.8.15

Muestre que existe una matriz A € M, (R) y una secuencia de matrices (4, )nen en M, (R)
tal que lim A, = A pero tal que si J, y J son las formas canénicas de Jordan de A, y A
respectixrflgnoznte entonces

lim J, # J.

n—roo
Esto indica que el calculo de la forma de Jordan es numéricamente inestable: pequenos cambios
en las entradas de la matriz pueden dar resultados muy distintos.
Nota: para eliminar la ambigiiedad, asuma que en la forma de Jordan los valores propios estan
ordenados de mayor a menor en la diagonal, y los bloques asociados a un mismo valor propio
estan ordenados por tamano de mayor a menor.

Indicacion: Puede considerar la secuencia dada por

2.9. Aplicaciones de la forma candnica de Jordan

Estudiaremos como calcular las potencias de una matriz aprovechandonos de su forma candnica

de Jordan. Para ello, necesitaremos unos resultados preliminares

Observacién 2.20. Sea B € M,,(K) un bloque de Jordan con diagonal \ € K. Escribamos B = D+ N,
donde D = M, entonces
DN = (M[)N = AN = N(\) = ND.

Luego si J es una matriz en forma canénica de Jordan, podemos escribirla de la forma

By O 0 Dy | O 0 N | O 0
0 | B 0 0 | D, 0 0 | N, 0
J = = +
0|0 By 0|0 Dy 0|0 Ny
D N
Donde D; = Al es la diagonal del bloque de Jordan B;. Luego tenemos que
DNy 0 0 N1 D, 0 0
0 D2N2 0 0 N2D2 0
DN = - = - = ND.
0 0 Dka 0 0 Nka

Proposicion 2.9.1: Identidad del binomio de Newton para matrices que conmutan

Sean A, B € M,,(K) dos matrices tal que AB = BA. Entonces para todo n € N

(A+B)" = go (Z) AFBrk,

DEMOSTRACION. Como A y B conmutan, la demostracién es esencialmente la misma que para

nimeros reales. Procedamos por induccién. Si n = 0 el resultado es claro. Sea n > 0 y supongamos
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que la identidad es cierta para n — 1. Tenemos que

(A+B)"=(A+B)(A+B)"!

n—1
n—1
= (A+B AFprioh
( >k§_j( )

-1 1
— Ak—HBn—l—k - BAan_l_k
> (", ("

n—1
—1 n—1
Ak+1Bn7(k+l) Aanfkr
0 ( . > D

>—IO H

k

S (i
(”o1>B"+(’§<(Z_i)+<"ﬁ>)w’“)+(Z_1)A”

n—1
= B" + <Z Aan k:) A"

k=0

n—1
Aan—k, + Z (n -

k=0

[
ANgE

1) Aan—k,

o

k=1
-3 ()
k=0
Luego la identidad binomial es cierta para el exponente n. O

Usando la identidad del binomio de Newton, obtenemos lo siguiente.

Observacién 2.21. Si D = A y N es una matriz nilpotente (N* = 0) para algtn ¢ > 0, entonces

como DN = ND, tenemos que si n > t entonces

n t—1 t—1
(D+N) =Y ( )N’“D”’“ =3 <Z> NFD"F =37 (Z) NFAPE,

k=0 k=0 k=0

iLuego la suma anterior tan solo tiene ¢ términos!

[ Ejemplo 2.9.2 ]

2 1 0 2 0 0 1 0

Consideremos lamatriz A= |0 2 1| =10 2 +10 0 1

0 0 2 0 0 2 0 0

27 N
Como N3 = 0, tenemos que A" estd dado por
-1
A" = \°T + nA"IN + %AHM

1 0 O 0 1 0 5 0 0 1

n n—1 n(n B 1)2’”7
=2 0 1 0| +n2 0 0 1|+ B — 0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 O

2n p2n=t p(n—1)2n73
=lo o n2n-1
0 0 2"
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De manera més general, los exponentes de un bloque de Jordan B de tamano k tienen la forma

siguiente para valores de n més grandes que el tamano de la matriz

A7 n/\n—l (721) )\71,—2 . (kZS) /\n—k+3 (kﬁ2> )\n—k+2 (kﬁl)/\n—k-&-l
0 A" n)\n—l . . (ki?,) )\n—k+3 (ki2) )\n—k+2
0 0 ™ (ka))\n—k-&%
B" =
0 . A7 n)\nfl (721) )\n72
0 . 0 A" nAn !
0 0 0 - 0 0 A"

Mas formalmente, para 0 < £ < k — 1 la supradiagonal (BZHz)ie{l,...,k—E} consiste exclusivamente
del valor (’g) AL

Juntando todo lo anterior, si J es una matriz en forma canénica de Jordan con bloques de Jordan
By, ..., By, entonces J™ es la matriz diagonal cuyos bloques estén dados por (B1)", ..., (Bg)" y donde

cada uno de estos es de la forma anterior.

Ejercicio 2.9.3

Considere la matriz

2 6 —15
A=1]1 1 -5
1 2 -6

1. Encuentre una forma canénica de Jordan J para A y sus matrices de paso Py P~1.
2. Encuentre una expresién para J™.

3. Usando lo anterior, encuentre una expresién para A™.
Indicacion: Si desea chequear, el resultado debiese ser
1-3n —6n 15n
A"=(-1)"] -n 1-2n 5n
—n —2n  14+5n

Usando lo anterios podemos también resolver recurrencias lineales sin suponer que la matriz com-

panera es diagonalizable.

Ejemplo 2.9.4

Considere la recurrencia lineal dada por
ay, = 4a,—1 — 4a,_o.

Buscaremos una solucién con condicién inicial ag =0y a3 = 1.

Tenemos que para n > 1

()66 )0

Luego basta encontrar una expresiéon para C"~!. Su polinomio caracteristico es po(t) = t? —
4t +4 = (t — 2)%. Notamos que dim(Ker(C — 2I)) = 1 por lo cual C no es diagonalizable.
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Como la matriz es de tamano 2, la tinica forma de Jordan posible es

2 1 , 2n  pan—l
J = . De acd se deduce que J" =
0 2 0 2n

Busquemos matrices de paso. Notemos que si las columnas de P son vy y vg, luego Cv; =
PJey =2Pey =2v1 y Cvg = PJeg = 2Pey + €1 = 2v + v1. Luego vy debe satisfacer que

(C—2Nva=v1 y (C—20)v; =0.

1
Tomamos un vector arbitrario v, ¢ ker(C' — 21I), por ejemplo v; = <1> . Luego

e ()-()

De acd podemos tomar
-2 1 _ -1 1
P = y P = .
-1 1 -1 2

Se puede verificar que C' = PJP~!. Finalmente tenemos que
an \ (-2 1 2n=l (p—1)2n2 -1 1 1
an_1) \—=1 1 0 on—1 -1 2/)\o/’
—— —

De donde un calculo da que

De aca se deduce que la solucién a la recurrencia esta dada por

a, = n2" L.

[ Ejercicio 2.9.5 ]

Considere la recurrencia lineal dada por
Ay = 6a,_1 — 9a,_o.

Encuentre una solucién con condicién inicial ag = —1y a; = 1.

Ejercicio 2.9.6

Considere la matriz

2 4 -3
A=10 2 0
0 -3 -1

1. Calcule la forma canoénica de Jordan y las matrices de paso de A.

2. Encuentre una expresiéon para A" para todo n > 0.

Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria con condicién inicial

Sult) =X, w0 =C.
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Donde y(t) es una funcién a variable real. Es un cldsico que la tinica solucién a esta ecuacién estd dada
por
y(t) = CeM,
Supongamos ahora que existe una funcién exp: M, (R) = M, (R) tal que exp(0) =1y
d
T exp(At) = Aexp(At) para toda matriz A € M,,(R).

Luego, si tenemos una ecuacion de diferencial ordinaria con n incégnitas de la forma

y1(t) a1 a2 ... Qigp y1(t) y1(0) Cq
d | w() az1 G2 ... G2, y2(t) y2(0) Cs
— = con condicién inicial = ,
dt : : : .. : : :
Yn (1) p1 Gn2 .. Qpp Yn(t) yn(0) C,
——— ——
L3(1) A 7 5

entonces tendriamos que una solucién estd dada por
§(t) = exp(At)C.
Lo que haremos en lo que sigue serd definir la exponencial de una matriz, probar que satisface
algunas propiedades que la asemejan a la funcién exponencial habitual, estudiar una manera para

calcularla y finalmente aplicarla para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales.

Definicién 2.9.7: Exponencial de una matriz

Dada una matriz A € M,,(C), su exponencial exp(A4) € M, (C) estd dada por la férmula

exp(A) = nh_)n;o o
k=0

Donde el limite estd tomado en cada entrada de la matriz.

Observacién 2.22. La exponencial de una matriz esta bien definida para toda matriz, es decir, el
limite siempre existe. Esto puede demostrarse utilizando el criterio M de Weierstrass (si la serie es
absolutamente convergente, entonces es convergente) o puede hacerse por pasos de manera directa
(primero se demuestra para matrices diagonales, luego para bloques de Jordan, y finalmente para

todas las matrices). Omitiremos la demostracién de este resultado.

Consideremos una matriz A € M, (C). Podemos escribir A = PJP~! donde J es una forma
candnica de Jordan. Luego tenemos que para todo n € N
n n n
A* Lok p1 J -1
ZH:ZHPJ pl=p ZE Pt
k=0 k=0 k=0
Tomando limites obtenemos que
exp(A) = Pexp(J)P~ .
En consecuencia, bastard estudiar la exponencial de una matriz en el caso de una forma candnica de

Jordan.
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Ejercicio 2.9.8 ]

Sea P € M,,(C) una matriz de proyeccién. Muestre que

exp(P) =1+ (1—e)P.

[ Ejercicio 2.9.9 ]

Sea A € C y considere la identidad I € M,,(C). Muestre que exp(Al) = e*I. En particular
exp(0) = 1.

El ejercicio anterior se generaliza al caso de matrices diagonales de la manera siguiente.

[ Ejemplo 2.9.10: Matriz diagonal

Sea D € M,,(C) una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son Ay, ..., A,. Luego
HANF0 o0 M0 .0
LDk & 0 X ... 0 0 e 0
exp(D) = nh_{go Z T nlglgo Z ] ] . ] =1 . .
k=0 k=0 : : “o : :
0 0 ... Ak 0 0 et

De esto se deduce que la exponencial de una matriz diagonalizable A = PDP~! siempre existe
y estd dada por
exp(A) = Pexp(D)P~ 1.

Ejemplo 2.9.11: Matriz nilpotente ]

Sea N € M,,(C) una matriz nilpotente de orden m, es decir, tal que N = 0. Luego

n Nk R NE 1., 1 .

Proposicion 2.9.12: Exponencial de una suma

Sean A, B € M,,(C) dos matrices que conmutan, es decir, tales que AB = BA. Entonces

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

DEMOSTRACION. Dado que A y B conmutan, la prueba es idéntica a la prueba para nimeros
reales (se expande el desarrollo en suma y se utiliza la férmula del producto de Cauchy). Omitiremos
en este apunte los detalles que justifican el uso de la férmula de producto de Cauchy para matrices.

Basta tomar

1
exp(A+ B) = lim Z —(A+B)*

n— 00 k!
k=0

= lim zn: 1 zk: (k> AlBFi
T nsoo k )

k=0 =0
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Az Bk 7
—J;H;OZZ -

k=0 i=0

Por la férmula para el producto de Cauchy tenemos que

Al Bk i k Al k Bt
exp(A+ B) = ILH;OZZ ( Z ) (kﬁooz ) = exp(A) exp(B).

=0 1=0

[ Ejercicio 2.9.13 ]

Sea A € M,,(C). Muestre que exp(A) es invertible.

Indicacion: Utilice la formula para la suma de matrices.

Ejercicio 2.9.14 ]

Considere las matrices A, B € M5(R) dadas por

(o) =0

Calcule exp(A),exp(B) y exp(A + B). Concluya que el resultado anterior no es vélido si las

matrices no conmutan.

Sea B = A+ N € M,,(C) un bloque de Jordan de tamafnio n. Como AI conmuta con N, tenemos
que exp(B) = exp(AI)exp(N) = e* exp(N). En consecuencia, podemos escribir la exponencial de un

bloque de Jordan de la manera siguiente

XA 1A 1
e e e .. (n73)!ek (nflz)!eA (ni1)!e
A A 1A LA
e e e e (niz) et
A 1A 1A 1
0 e o e meo1® m—3)®
exp(B) = - - ;
et et 1t
0 et et
0 O 0 0 0 e
Ejemplo 2.9.15
Consideremos el bloque de Jordan
7 1 0 0
B 07 10
00 7 1
0 0 0 7
Luego su exponencial estd dada por
7 7
e? e7 % %7
0 ¢ ¢ <
exp(B) = 2
p(B) 0 0 e €
0 0 0 €
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Consideremos una matriz en forma candnica de Jordan

Blol|...]o
0 |B|...] 0
J =
0|0 |...|By
Donde By, ..., By son los bloques de Jordan. Luego tenemos que
BfYlo|...| 0 exp(By) 0 0
" 0 |By¥|...] 0 0 exp(Bs) | ... 0
exp(J) = nh—>Holo o = :
0|0 |..|Bf 0 0 ... | exp(By)

Como ya sabemos calcular la exponencial de un bloque de Jordan, hemos obtenido una férmula que

permite calcular la exponencial de cualquier matriz.

[ Ejercicio 2.9.16 ]

Calcule la exponencial de la matriz

b
I
© o ©o o o
O O O O =
|
L o
_ o © o

Finalmente, verifiquemos que la exponencial satisface la propiedad correcta para la derivada

Proposicion 2.9.17: Derivada de la exponencial

Para toda matriz A € M,,(C) tenemos que

4 exp(At) = Aexp(At).

dt
DEMOSTRACION. d (A(t + h)) (At)
iy EPA £ 1)) —exp
3 &p(At) = lim h
h—0 h
.. (exp(Ah) —1I)
_ ’ILIL% 5 exp(At).

Por otro lado

EDUAR) = 1) _ SN TARE A
no A — Al ) et

Como la serie converge absolutamente, podemos intercambiar los limites y obtenemos que
Ah) -1
NCEDET NN
h—0 h
luego obtenemos que
d
T exp(At) = Aexp(At).
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La proposiciéon anterior muestra que efectivamente podemos utilizar la exponencial para resolver

un sistema de ecuaciones diferenciales como el exhibido al inicio de esta unidad.

Ejercicio 2.9.18 ]

Sea A € M,,(R) y denotemos su traza por tr(A4). Muestre que

det(exp(A)) = e,

[ Ejemplo 2.9.19 ]

Sea A € M,,(C) y t € C. Para calcular exp(At) podemos escribir A = PJP~! lo cual nos da
exp(At) = exp(PJtP™') = Pexp(Jt)P~ .

Para calcular exp(Jt) la separamos en bloques de Jordan Bt para los cuales podemos escribir
Bt = (M + N)t luego exp(Bt) = exp(tAl) exp(tN) = e** exp(tN). Finalmente, tenemos que

n—1 park
t" N
exp(tB) = x
k=0
De aqui tenemos que
A A 2 P S A R0 W A PN
e te e (n_34)!e (n_%)!e (n_12),e
A A e TP W L PO
& U e e
A o= = =¥ 2
0 e =51 m—a1®  (m-3n®
exp(Bt) =
0 O 0 et te? t; et
0 0 0 0 et te?
0 0 0 0 0 et

Con esto tenemos un método para calcular exp(At) para toda matriz A.

[ Ejercicio 2.9.20 ]

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales dado por

wz) = 2(t) + y(t)
wyt) = 2y(t)

Encuentre una solucién utilizando exponenciales de matrices.

con condicién inicial z(0) =1y y(0) = 3.

Ejercicio 2.9.21 ]

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales dado por

Sx(t) = 3z(t) + y)
Sy(t) z(t) + 3y(t)

Encuentre una solucién utilizando exponenciales de matrices.

con condicién inicial z(0) =1y y(0) = 1.
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Del mismo modo que las matrices pueden utilizarse para resolver recurrencias lineales de orden
superior, también pueden utilizarse para resolver ecuaciones diferenciales de orden superior utilizando

una matriz companera.

[ Ejemplo 2.9.22

Considere la ecuacién diferencial
d2

() = Cléy(t) + Cay(t)

Luego podemos escribir z(t) = %y(t) y entonces tenemos que

(Efzy(t)> _d (x(t)) _ (Cl 02) (:c(t))
Sy ) dt \y(t) 1 0) \y))"

iLuego el método que desarrollamos nos entrega una forma de resolver ecuaciones diferenciales

de un grado arbitrariamente grande!

Ejercicio 2.9.23 ]

Encuentre la solucién de la ecuacion diferencial

d? d
@y(t) = 4ay(t) — 4y(t) con condicién inicial ' (0) =1y y(0) = 0.

[ Ejercicio 2.9.24 ]

Encuentre, usando las técnicas aprendidas en este curso, la solucién de la ecuacion diferencial

2
< u(t) = ~y(0)

con condicién inicial ' (0) = B y y(0) = A.






Capitulo 3

Espacios vectoriales con producto interno

En esta unidad anadiremos una estructura adicional a los espacios vectoriales que nos permitira
modelar nociones geométricas. A diferencia de la unidad anterior, aca siempre asumiremos que tene-
mos un espacio vectorial sobre R o C. Comenzaremos dando una definicién de producto interno que

generaliza el producto punto en R”.

3.1. Producto interno y norma

Comenzaremos dando una definicién de producto interno en un espacio vectorial real. Mds adelante

daremos una definicién méas general que funciona en el caso complejo.

Definicién 3.1.1: producto interno para espacios vectoriales reales

Sea E un espacio vectorial sobre R. Una forma bilineal sobre E es una funcién f: ExE — R

que satisface lo siguiente:

L f(z,y+2)=flz,y) + f(z,2) y flz+y,2) = f(z,2) + f(y, 2), para todo z,y,2 € E.
2. f(z,\y) = f(Ax,y) = Af(z,y), para todo z,y € E y A € R.

Si ademas la forma bilineal satisface que

f(z,y) = f(y, ),

decimos que es simétrica.

Si ademads la forma bilineal simétrica satisface que
f(z,z) > 0six#0,

decimos que es definida positiva.
Un producto interno es una forma bilineal simétrica y definida positiva. La denotamos de la

manera siguiente

f(@,y) = (z,9).

[ Ejemplo 3.1.2 ]

Si E = R", entonces el producto escalar definido por

(@1, )y (s oy yn)) = @it
k=1

Es un producto interno. También se le denomina producto punto o producto escalar

67
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[ Ejemplo 3.1.3 ]

Sea E = R? y para z = (z1,22) e y = (y1,y2) considere

1 -1 Y
f(z,y) = (v1,72) Y = T1Y1 — T1Y2 — TaY2 + 4T2Ys2.
-1 4 Yo

f(x,y) es un producto interno para R2. Es sencillo verificar que es una forma bilineal simétrica.
Para ver que es definida positiva notemos que f(z,z) = 23 — 2z179 + 423 = (21 — 22)% + 323

luego f(z,x) > 0y es cero si y solamente si z = (0, 0).

[ Ejemplo 3.1.4 ]

Si E es el espacio de funciones continuas de [0,1] a R, entonces el producto definido por

1
(f.9) = /0 f(t)g(t)dt.

Es un producto interno.

Observacion 3.1. En el caso de un espacio vectorial E sobre C, no existen formas bilinares simétricas y
definidas positivas. En efecto, supongamos que existe una y denotémosla por (-, -). Entonces tendriamos
que (z,z) > 0 para todo z € E'\ {0}. Por otro lado

(iz,iz) = i{zx,ir) = i*(z,z) = —(z,2) < 0.
Lo cual es una contradiccién pues iz # 0.

En el caso de un espacio vectorial complejo, utilizaremos una definicién de producto interno mas

general. Recordemos que para z = a + bi € C denotamos por Z = a — bi el conjugado de z.

Definicién 3.1.5: producto interno para espacios vectoriales complejos

Sea E un espacio vectorial sobre C. Una forma sesquilinear sobre E es una funcién f :

E x E — C que satisface lo siguiente:

L f(z,y+2) = f(z,y)+ f(x,2) y f(x+y,2) = f(z,2) + f(y,2), para todo z,y, z € E.
2. f(z,y) = Af(z,y) vy f(x, Ay) = Af(z,y), para todo z,y € Ey A € C.

Si ademaés la forma sesquilinear satisface que

f(z,y) = f(y, ),

decimos que es hermitica.

Finalmente, si la forma sesquilinear hermitica satisface que f(z,z) € R>o para todo x € E'y
f(z,z) >0siz#0,

decimos que es definida positiva.
Un producto interno o producto escalar para F es una forma sesquilinear hermitica y

definida positiva. La denotamos de la manera siguiente

f(@,y) = (z,y).
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[ Ejemplo 3.1.6 ]

Si £ = C", entonces el producto definido por
n
<(121, 000 7xn)7 (yla coo ayn)> = szE
k=1

Es un producto interno, se denomina producto punto o producto hermitico.

[ Ejercicio 3.1.7 ]

Sea E = M, (C) el espacio de matrices cuadradas complejas de tamano n. Muestre que la
funcién f(A, B) = (A, B) dada por

(A, B) = tr(AB”) para toda A, B € M,,(C)

es un producto interno. B* denota la matriz transpuesta conjugada de B, es decir, B* = (BT).

Observacién 3.2. Si aplicamos la definicién del producto interno para espacios vectoriales complejos
a un espacio vectorial real, recuperamos la definicién anterior (ya que el conjugado de un real es el

mismo numero real).

Definicién 3.1.8: Norma inducida por un producto interno

Dado un espacio vectorial E sobre R o C con producto interno, definimos su norma mediante

2]l = vz, 2)-

I-Il: E — R mediante

Proposicion 3.1.9: Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sea E un espacio vectorial sobre R o C con producto escalar (-,-). Para todo z,y € E se tiene
que
(2, 9)] < [lz[llly]l-

DEMOSTRACION. Notemos primero que para todo z € E, (0,z) = (1 —1,2) = (1,2) — (1,z) =0
y (2,0) = (0,Zz) = 0. Luego la desigualdad es trivial si z = 0 o y = 0. Supongamos que ambos son
distintos de 0.
z,y)

Consideremos A = W € Cy ||lx — Ay||* > 0. Notemos que

[ = Ay[l* = (z = Ay, = — )
= (z,2) + (z,—Ay) + (=Ay, z) + (= Ay, —Ay)
= [|l2[” + =Xz, y) + =AMy, 2) + (=Ay, =)
= [lz]I* = Mz, y) — Mz, v) + A [lyl?

- Wu,ymw - @@,yxw n <H;ji' Iyl

(2,9 | [(z,9)
lyl? lyl1?

[E1

|2
= [l2]* - 2
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_ ”tz _ |<x,y>|2
lyl?
(=) ?

Luego ||z|? > Tofz— lo cual es equivalente a decir que

[, )] < [l 1yl

Lo cual demuestra la desigualdad de Cauchy-Schwarz (]

Ejercicio 3.1.10 ]

Sea E un espacio vectorial sobre R o C con producto interno. Muestre que

1. ||z]| > 0 para todo z € E y ||z|| = 0 si y solamente si z = 0
2. ||Az]| = |Al||lz|| para todo A € C (o A € R).
3. Jlw+ z|| < ||z]| + ||w|| para todo z,w € E.

Supongamos ahora que tenemos una norma ||-||: £ — R determinada por un producto interno.
Entonces el producto interno estd completamente determinado por los valores de la norma al cuadrado.

En efecto, supongamos que existe un producto interno tal que
|z||* = (z, 2) para todo z € E.
Si R(z) v S(z) denotan la partes reales e imaginarias de un complejo z respectivamente, tenemos que
o+ yl* = (z +y,z +y) = [|l2]* + 2Rz, ) + [lyl*.
lz —ylI* = (@ —y,z —y) = |z]|* — 2Rz, ) + [ly]*.
Entonces, si E es un espacio vectorial sobre R tenemos que
(z,y) = R((z,y)) = % (Il +yl? = llz = y?) -

En el caso de un espacio vectorial sobre C se puede razonar de manera analoga para obtener que

1 1 , ;
(@y) =5 (e +yl” = llo = yl1?) +i 7 (lo +iyll* = llz = iy[*) .

R((z,y)) S((z,y))

Luego, si una norma estd determinada por un producto interno, este es tnico.

3.2. Ortogonalidad y el proceso de Gram-Schmidt

De manera analoga a R™, podemos definir una nocién de ortogonalidad en un espacio de producto

interno.

Definicién 3.2.1: Ortogonalidad

Sea E un espacio vectorial real o complejo con producto interno. Decimos que x e y en E son

ortogonales si (z,y) = 0.

Del mismo modo que con el producto escalar, se puede definir la proyeccién sobre un vector v € E

mediante

o) = (x,v)v
Pole) = e

Del mismo modo se puede definir la proyeccién ortogonal P;- mediante P = id —P,.
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Si tenemos un conjunto B C F, decimos que el conjunto B es ortogonal si para todo par x,y € B
tenemos que x e y son ortogonales. Si ademds tenemos que ||z|| = 1 para todo x € B, decimos que B
es ortonormal.

A continuaciéon mostraremos que todo espacio vectorial con producto interno de dimensién finita
admite una base ortonormal. Para ello utilizaremos un método que transforma una base arbitraria en

una base ortonormal. Este método se denomina proceso de Gram-Schmidt.

Teorema 3.2.2: Teorema de Gram-Schmidt

Todo espacio vectorial E¥ de dimensién finita con producto interno admite una base ortonormal.

DEMOSTRACION. Sea B = {by,..., by} unabase de E. Definiremos vectores v, ..., Um ¥ U1, .- - , Um

de la manera siguiente.

vy =by Uy = =
[[oa]
Vo
Vo = bg — Pv1 (bg) Ug =
[[v2]
U3
v3 = by — Py, (b3) — P, (b3) us =
[[vs]]
vy,
=b — P, (by) ug =
Vg = Ok Z i (bk) k onl
m—1 v
U = by — ZP'U1'<bm) U = —e
i=1 l[vml
Definimos los conjuntos B’ = {vy,..., v}y B” = {u1 ..., un}. Mostraremos que B’ es una base

ortogonal de U. De eso se deducird que B” es una base ortonormal de U.
Para mostrar que B’ es generador, mostremos que para 1 < k < m el vector b, es generado por

{v1,...,v}. Si k =1 es claro pues v; = by. Para k > 1 tenemos que

bkvvz
bk:vk+ZPv bk Uk-l-z ||U H2 (U

Luego by, es generado por {vy,...,v;}. En particular, el conjunto {v1,..., v, } genera {b1,...,b,} que
a su vez genera U, por lo cual deducimos que B’ es generador.
Probemos ahora que B’ es linealmente independiente. Para ello procederemos por induccién. Cla-

ramente {v1} es linealmente indpendiente ya que v; = by # 0. Sea 2 < k < m y supongamos que

{v1,...,v5_1} es linealmente independiente. De modo andlogo al anterior, se puede demostrar que
todo v es combinacién lineal de {b1,...,bx} donde el coeficiente de by, es no nulo. Es decir, existen
escalares oy 1,..., 0k con oy i 7 0 tales que

k

Vg = Zak,jbj para todo 1 < k < m.
j=1
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Tomemos escalares ¢; donde 1 < i < k tales que

k
E CiU; = 0.
i=1

Si suponemos que ¢ # 0, entonces podemos escribir

k—1
Z Ci
Ve = — ;.

c
-1 k

Reescribiendo la ecuacién en términos de b obtenemos que

k-1 i
oy by = - ;. ib;
Z kg% Cr Z 1,5V
i=1 j=1
Como oy, ;, # 0, obtenemos que
1 s S i k—1
by = — — Dby | =Y b
Qg k \ Ck — —
i=1 j=1 =1
Por lo cual by, serfa combinacién lineal de {by,...,br—1}, lo cual es una contradiccién. Luego ¢, = 0.
Pero por hipétesis {v1,...,vx_1} es linealmente independiente, luego obtenemos también que ¢; = 0
para 1 < i < k — 1. Concluimos que {v1,...,v;} es linealmente independiente.

Finalmente, probemos la ortogonalidad de B’. Debemos probar que si 1 < i < j < m entonces

(vi,vj) = 0. Para ello procedamos por induccién. El caso base es i = 1, j = 2, donde se verifica
(v1,09) = (b1, by — Py ba) = (By, (b1), Py (b)) = 0.

Sea k > 3 y supongamos inductivamente, que para todo 1 < i < j < k — 1 tenemos que (v;,v;) = 0.
Mostremos que si 1 < ¢ < j < k lo mismo ocurre. El tnico caso que resta mostrar es cuando j = k.

Consiremos entonces 1 < i < k, tenemos que

k—1 kfl
(v, br)
(i o) = (Vi bi) — (i, Py (b)) = (v, b — Z GO

— = lvell

Por hipétesis inductiva, (v;,v¢) = 0 si £ # i, luego obtenemos que
Vi, Vg
<’Ui,’Uk> = <’Ui, bk> — <’Ui, bk> <||’U||2> =0.

Lo cual finaliza la prueba. t

Ejercicio 3.2.3

Sea E = R? con el producto interno dado por
(T,y) = 2191 — T1Y2 — Tay1 + 472y

Verifique que B = {b1,b2} es una base ortonormal de E, donde

1 1 (1
() w50
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Ejercicio 3.2.4

Considere R* con el producto punto. Encuentre una base ortonormal del subespacio definido

por el siguiente conjunto de vectores

1 0 3
1 -1

V1 = 1 , U2 = 1 , U3 = 1
1 2 -1

Una utilidad enorme de las bases ortogonales, es que dan una herramienta para definir proyecciones
sobre un subespacio que representan “el elemento més cercano”. Recordemos que una proyeccion es

un operador idempotente, es decir, tal que P = P2.

Definicién 3.2.5: Proyeccion ortogonal

Sea E un espacio vectorial y P: E — E una proyeccién. Decimos que P es una proyeccion
ortogonal si
(Pz,y) = (z, Py) para todo =,y € E.

En el caso de una matriz A € M,,(R), aplicando lo anterior a los vectores candnicos e;, e; obtenemos
Aij = (Aeisej) = (ei, Aej) = Aji.

Luego una matriz de proyeccién es una proyeccién ortogonal si y solamente si la matriz es simétrica,

es decir, A es igual a su transpuesta (A = AT).

Proposicion 3.2.6: Las bases ortogonales determinan proyecciones ortogonales

Sea U un subespacio de un espacio vectorial F determinado por una base ortogonal B =
{b1,...,bm}. El operador

Py=> P,
=1

es una proyeccién ortogonal.

DEMOSTRACION. Verifiquemos que Py es una proyeccién. En efecto, notemos que si i # j entonces

Py, o Py, = 0, esto puesto que (b;, b;) = 0, por lo que para todo x € E,

(Py, 0 Py,)(x) = Py, (<|ifb;l|’|12> bj) (bi, bj) (x, b)) b = 0.

IR

De aqui, obtenemos que
m

(Pu)? =) (P)*=) By, =Pu.

Luego efectivamente Py es una proyeccién. Para ver que es ortogonal basta notar que P, es ortogonal

para cada b; € B, luego

m m

(Pu(x),y) => (Py(2),y) = Y (2, Py, (y)) = (w, Pu(y)) para todo x,y € E.

i=1 i=1

Lo cual finaliza la prueba. O
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Observacion 3.3. Si ademéas de ortogonal, una base es ortonormal, entonces las proyecciones se

pueden escribir sin el término “||v||?” en el denominador. Eso hace la escritura mds agradable.

[ Ejercicio 3.2.7 ]

Encuentre un operador de proyeccién ortogonal cuya imagen sea el espacio

U= {(Z’l,xg,xg) € R3 11+ 3x9 — a3 = 0}

[ Ejercicio 3.2.8 ]

Encuentre una base de un subespacio U de R™ que no es ortogonal y tal que si definimos el

operador Py con esa base, entonces ni siquiera es una proyeccién.

Proposicion 3.2.9: descomposicion ortogonal mediante proyeccién

Sea P: E — FE una proyeccién ortogonal en un espacio vectorial E con producto interno.

Entonces Ker(P) e Im(P) son ortogonales.

DEMOSTRACION. En efecto, Sea 2z € Ker(P) e y € Im(P), entonces y = P(z) para algin z € E.
Luego
(z,y) = (x, P(2)) = (P(z),2) = (0,2) = 0.

De donde se obtiene el resultado. O

Observacion 3.4. Lo anterior es valido también para un espacio vectorial de dimensién infinita, tan

solo es necesario que esté dotado de un producto interno.

Definicién 3.2.10: Complemento ortogonal de un subespacio vectorial

Sea U un subespacio de un espacio vectorial F. El complemento ortogonal de U esta dado
por
Ut ={veE: (v,u) =0 para todo u € U}.

Es interesante considerar la siguiente caracterizacién del complemento ortogonal. Si B es una base
de U, entonces z € UL si y solamente si (x,u) = 0 para todo u € B. En efecto, si x € UL, es directo
de la definicién que (z,u) = 0 para todo u € B.

Para la otra direccién, notemos que como U = {uq, ..., u,} es base, podemos escribir todo y € U

n
como y = >_.*, a;u; para escalares a; € C, luego

(e.y) = Y @l ui) = 0
=1

Por lo cual x € U+.

Proposicion 3.2.11: Descomposiciéon en subespacio y complemento ortogonal

Sea F un espacio vectorial de dimensién finita y W C E un subespacio. Entonces £ = W QW .
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DEMOSTRACION. Sea B = {uq,...,u;,} una base ortonormal de W y para 1 < i < m denotemos
por P;: E — E la proyeccién P,, sobre u;.
Consideremos el operador Py : E — E dado por

Como la base es ortogonal, tenemos que P es una proyeccién ortogonal y entonces F = Ker(P)®Im(P).
Basta mostrar que W = Im(P) y W+ = ker(P).

Probemos que ker(P) = W+. Como B es una base de W, tenemos que x € W+ si y solamente si
(x,u;) = 0 para todo 1 < i < m. De este modo concluimos que P(z) = 0 si y solamente si z € W+, de
donde se obtiene que ker(P) = W+,

Ahora probemos W = Im(P). Es claro de la definicién de P que para todo x € R™ entonces

P(m) — ZPZ(:E) — Z <$,Uj>uj cw.

i=1

Luego Im(P) C (W). Para la otra inclusién, notemos que como B es base de W, entonces todo u € W

se escribe de manera tnica como
m

u = Z A;Ug.
i=1
Es directo verificar que
aju; Sij=1
0 sijAi
De donde se tiene que P(u) = u. Luego W C Im(P). O

Pj(aiui) =

[ Ejercicio 3.2.12 ]

Sea C([—1,1],R) el espacio vectorial de funciones continuas de [—1,1] con valores en R con el

producto interno dado por
1
(o) = [ sgoat
=1

Sea W C C([—1,1],R) el subespacio de funciones impares, es decir, tales que f(t) = —f(—t).

Calcule el complemento ortogonal W+,

3.3. Dualidad y transformaciones adjuntas

Estudiaremos una aplicacién de la existencia de bases ortonormales que permitird describir dos

tipos de transformaciones lineales en términos de un producto interno.

Definicién 3.3.1: Funcional lineal

Sea E un espacio vectorial de dimension finita sobre K = R o K = C. Un funcional lineal es

una transformacién lineal

T: E—K.
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Definicién 3.3.2: Espacio dual

Sea E un espacio vectorial de dimensién finita sobre K = R o K = C. El dual de F es el espacio

vectorial
E* ={T : T es un funcional lineal de E}.

Con la suma y multiplicacién por escalar usuales.

Observacion 3.5. En el caso de dimensién infinita, se pide ademas que los funcionales lineales sean
continuos con respecto a la norma en el espacio E. En el caso de un espacio de dimensién finita, esto

ocurre de manera automatica, por lo cual no nos preocuparemos de esto.

El resultado que mostraremos a continuacién caracterizara los funcionales lineales como aquellos
que pueden representarse usando un producto interno. El resultado en el caso en que el producto

interno de R"™ es el producto escalar canénico es directo, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3.3 ]

Sea T' € (R™)* un funcional lineal. Luego existe una matriz A € M; ,,(R) tal que T'(z) = Ax
para todo z € R™. Definiendo y € R™ tal que y; = Ay ; para 1 < k < n tenemos que

T(x) = Ax = ZAlykxk = Zykwk = <y,£L’>
k=1 k=1

Luego los elementos de (R™)* pueden representarse mediante el producto escalar usual.

Teorema 3.3.4: Teorema de representaciéon de Riesz para dimension finita

Sea E un espacio vectorial real o complejo de dimension finita con producto interno. Para todo

funcional lineal T' € E* existe un unico vector y € E tal que

T(z) = (x,y) para todo x € E.

DEMOSTRACION. Como dim(E) = n < oo, podemos utilizar el método de Gram-Schmidt para

encontrar una base ortonormal {a1,...,a,} de E. Definimos

Y= Z T(ak)ag.

k=1

n
Sea f,: E — C definido por

fy(x) = (2,y).
Es claro que f, es un funcional lineal. Mostraremos que T' = f,. Para ello notemos que, puesto que

{ai1,...,a,} es ortonormal, entonces para todo 1 < k < n tenemos que

n

fylar) = (aw,y) = (ar, T(ai)as). = > T(a;)(an, a;). = T(ay)|axl|* = T(ax).

i=1 i=1
Como fy, coincide con T' en una base de F, se deduce que f, = T'. Esto muestra la existencia. Para ver
que el vector es Unico, supongamos que existe z € E tal que para todo x € E, T'(z) = (z,y) = (x, 2).
Tendriamos entonces que (x,y—z) = 0 para todo « € E, en particular si tomamos z = y— z obtenemos

que ||y — z||> = 0 por lo cual y = . .
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Observacién 3.6. SiT € E* estal que T'(z) = (x,y) paraun y € E, entonces y estd en el complemento

ortogonal de ker(T). En efecto, si T'(x) = 0 entonces (z,y) = 0 por lo cual y € ker(T)> .

Observacién 3.7. Si T es un funcional lineal, entonces el complemento ortogonal ker(7')* del nticleo
de T tiene dimensién 1. En efecto, Sean u,v # 0 en ker(T)L, luego T(u) # 0 y T(v) # 0, por lo
cual existe ¢ € K tal que ¢T'(u) = T(v) y luego T'(cu — v) = 0, por lo cual cu — v € Ker(T). Como
Ker(T) Nker(T)* = {0} se obtiene que v = cu, luego dim(ker(7)1) = 1.

De las observaciones anteriores se desprende que el representante de un operador es un vector del
complemento ortogonal del niicleo de T'. Una manera de encontrarlo es simplemente tomar un elemento

z de norma 1 del complemento ortogonal y tomar y = T'(z)z.

Observacion 3.8. El teorema anterior también es valido en dimensién infinita, pero requiere hipétesis
extra de continuidad y regularidad del espacio: que el espacio de producto interno sea un “espacio de
Hilbert”.

FEl siguiente ejemplo muestra que en general el teorema de Riesz no vale en dimensién infinita.

[ Ejemplo 3.3.5 ]

Sea P el espacio vectorial de los polinomios sobre R con el producto interno
1 n m 1
= t)q(t)dt = ————ayb;.
)= [ 0ot =32

Donde p(t) = Y"1 _,artt y q(t) = E;H:O bt .
Podemos definir el funcional lineal T': P — R mediante la evaluacién T'(p) = p(1). Mostraremos
que no existe ningin polinomio ¢ tal que T'(p) = (p, ¢) para todo p € P. En efecto, supongamos

que existe un tal g, luego tendriamos que

1
p(1) = / p(t)q(t)dt para todo p € P.
0

Sea h(t) =t — 1. Luego T'(hp) = h(1)p(1) = 0 para todo p € P, de ac se sigue que si tomamos

p = h%q tendriamos que

0="T(p) = / B (D)a(t)q(t)dt = / (h(t)q(t))%dt.

Luego h(t)q(t) = 0. Como h(t) # 0, tenemos que ¢ = 0 y entonces T'(p) = (p,0) = 0 para todo
p € P. Pero claramente T no es el funcional nulo, lo cual contradice la existencia de q.

Definicién 3.3.6: Operador adjunto

Sea E un espacio vectorial sobre R o C con producto interno y 7': £ — FE un operador. Se dice

que T tiene un adjunto si existe un operador T*: E — FE tal que

(T(z),y) = (z,T*(y)) para todo z,y € E.

Observacion 3.9. Notemos que la nociéon de adjunto de un operador, no depende tnicamente del

operador, sino que también del producto interno.
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Proposicion 3.3.7: Existencia del operador adjunto

Sea E un espacio vectorial de dimension finita sobre K = R o K = C con producto interno y

T: E — E un operador. Entonces existe T y es unico.

Observacién 3.10. En el caso de un espacio de dimensién infinita, el operador adjunto no siempre

existe, aunque de existir si es tinico.

DEMOSTRACION. Sea y € F arbitrario. Luego la aplicacién L: E — K dada por L(z) = (T'z,y) es

un funcional lineal. Por el Teorema tenemos que existe un unico vector §, € E tal que
L(z) = (Tz,y) = (,&).
Definamos T%: E — E mediante T*(y) = &,. Luego tenemos que
(T, y) = (&, T (y))-
Basta verificar que T* es un operador. Para ello notemos que si ¢ € K e y, z € E entonces
(z,T"(cy)) = (T(x), cy) = &(T(x),y) = &z, T"(y)) = (x,cT*(y))-
(2, Ty +2)) = (T(2),y + 2) = (T(2),y) + (T(2), 2) = (2, T*(y)) + {2, T"(2)) = (2, T"(y) + T"(2))-

Por lo cual T* es el operador buscado. La unicidad es directa de la unicidad del representante en el

teorema de representacién de Riesz. (]

La proposicién anterior asegura que en un espacio con producto interno de dimensién finita, el

adjunto siempre existe. Lo que haremos a continuacién es describir un modo para calcularlo.

Ejemplo 3.3.8 ]

Sea E = R™ con el producto escalar. Si A € M, (R) entonces su adjunto coincide con su

transpuesta (A* = AT). En efecto, notemos que
(Az,y) = y" Az = 2T ATy = (z, ATy).

Si E es ahora C™ con el produco hermitico, entonces la adjunta de A € M,,(C) coincide con su

transpuesta conjugada (A* = (AT)). En efecto,

(Az,y) = FA;U =T ATy = 2TATy = <Fy7 ) = <x,ﬁy>

La siguiente proposicién da una manera general de calcular el operador adjunto en un espacio
vectorial complejo de dimensién finita. Recordemos que denotamos por [T]5 a la matriz que represente

a un operador T en la base B.

Proposicion 3.3.9: Férmula para calcular el adjunto

Sea E un espacio vectorial sobre R o C con producto interno de dimension finita. Sea L: E — E
un operador y B una base ortogonal de E. Entonces la representaciéon de L* en la base B es la

conjugada transpuesta de la representacién de L en la base B.

Observacion 3.11. Los ejemplos anteriores funcionan ya que la base candnica de C" es ortonormal

con respecto al producto hermitico canénico.
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DEMOSTRACION. Sea A € M,,(C) la matriz que representa a un operador T en la base B. Entonces

tenemos que

n
T(b;) = Ab; = Y A ibx.
k=1
Como B es ortonormal, tomando producto interno con b; tenemos que

(T(bi),b;) = > Aibi, b)) = Az llbjlI* = Ay
k=1
De donde obtenemos que

Aji = (T(bi), bj).
Denotemos por A* la matriz que representa a T™* en la base B. Por lo anterior tenemos que
(A%)ji = (T (bi), by)-

Basta mostrar que (A*);; = A; ;. En efecto, tenemos que

(A*)ji = (T*(bs), bj) = (b, T"(b:)) = (T'(bs), bi) = A ;.

ue es lo que queriamos probar. O
que q 1%

[ Ejercicio 3.3.10: Propiedades del operador adjunto ]

Sea E un espacio vectorial complejo con producto interno de dimensién finita. Pruebe que si T’

y U son operadores sobre E y ¢ € C, entonces:

1. (T+U)*=T*+U*"

2. (cT)* =el™.
3. (TU)* = U*T*.
4. (T*)*=T.

[ Ejercicio 3.3.11 ]

Sea E un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto interno y sea T: E — E

un operador. Muestre que Im(7)* = Ker(T™).

[ Ejercicio 3.3.12 ]

Considere M,,(C) como espacio vectorial con el producto interno
(A, B) = tr(AB™).

Dada P € GL,(C),sea T: M, (C) — M,,(C) dado por T(4) = PAP~!. Encuentre una férmula

para el operador adjunto 7.

Ejercicio 3.3.13: [Dificil] |

Sea Ps el espacio vectorial de todos los polinomios a coeficientes reales de grado a lo més 3.

Considere el producto interno

(p,q) = /O p(x)q(z)dz.



80 3. ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO

1. SeaT': P3 — R el funcional lineal tal que T'(p) = p(1). Encuentre g tal que T'(p) = (p, q)-
2. Sea D: Py — Ps el operador derivada, es decir el operador tal que

D(ax? + bx + ¢) = 2ax + b.

Encuentre el operador adjunto D*.

| Ejercicio 3.3.14: [Dificil] |

Sea R[z] el espacio (de dimensién infinita) de polinomios con coeficientes reales con el producto

interno
(pq) = /0 p(2)q(x)ds.

Considere D: R[z] — R[z] el operador derivada. Muestre que D no posee adjunto.

Indicacion: Por la formula de integracién por partes, se tiene que

(Dp,q) = p(1)q(1) — p(0)q(0) — (p, Dq).

Utilice lo anterior para mostrar que no existe el adjunto de D.

3.4. Transformaciones autoadjuntas

En esta seccién estudiaremos transformaciones que coinciden con su adjunta y mostraremos que

poseen propiedades espectrales muy robustas.

Definicién 3.4.1: Operador hermitico o autoadjunto

Un operador T': E — F tal que T = T* se denomina hermitico o autoadjunto.

[ Ejercicio 3.4.2

Sea E un espacio vectorial complejo de dimensién finita con producto interno, y sea T: E — E

un operador. Muestre que T es autoadjunto si y solamente si (T'z, ;) es real para todo x € E.

[ Ejercicio 3.4.3 J

Sea E un espacio vectorial complejo de dimensién finita y 7, U: E — E dos operadores au-

toadjuntos. Demuestre que el operador TU es autoadjunto, si y solamente si T' conmuta con
U.

Un corolario de la Proposicién [3.3.9)es que si L es un operador hermitico, entonces para toda base

B ortonormal se tiene que

[L]s = ([L*]s)" = ([L]s)".
Luego la matriz que representa a L en B es autoadjunta con respecto al producto hermitico canénico
para toda base B. Esto justifica la notacién A* para denotar la conjugada de la transpuesta de una
matriz A € M,,(C).
A continuacién mostraremos que los operadores (reales o complejos) autoadjuntos son siempre dia-

gonalizables, todos sus valores propios son reales, y admiten una base ortonormal de vectores propios.
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Proposicion 3.4.4: Valores propios de un operador autoadjunto son reales

Sea E un espacio vectorial sobre R o C con producto interno y 7': £ — E un operador auto-

adjunto. Si A € C es un valor propio de T, entonces A € R

DEMOSTRACION. Si A € C es un valor propio de T', enotnces existe v € E'\ {0} tal que T'(v) = Av.

De aqui tenemos que
Mov,v) = (A, v) = (T(v),v) = (v, T(v)) = (v, W) = Mo, v).

Como v # 0, entonces ||v||? = (v,v) # 0 y obtenemos que A = \. Luego A € R. O

Proposicion 3.4.5: Ortogonalidad de vectores propios de operador autoadjunto

Sea E un espacio vectorial sobre R o C con producto interno y T: ' — E un operador autoad-
junto. Si A1, Ay € C son valores propios distintos asociados a vectores propios vy, v3, entonces

<’U17 1)2) =0.

DEMOSTRACION. Tenemos la siguiente seguidilla de igualdades
Ai(vr,v2) = (Mo, v2) = (T(v1),v2) = (1, T(v2)) = (v1, Aavz) = Az (v1,v2).

Como los valores propios de un operador autoadjunto son reales, tenemos que Ay = Ay. Luego se deduce
que
()\1 — )\2)<’U1,1)2> = 0.

Luego, si A1 # A2, deducimos que (v1,v2) = 0. O
Observacién 3.12. Notemos que en las dos proposiciones precedentes no pedimos que la dimensién

del espacio sea finita. Tampoco asumimos la existencia de un valor propio, tan solo decimos que de

existir, son todos reales y sus vectores propios asociados son mutualmente ortogonales entre si.

Observacion 3.13. Si la dimensién del espacio es finita, todo operador admite un valor propio com-

plejo. En particular, todo operador autoadjunto admite un valor propio real.

Lema 3.4.6

Sea E un espacio vectorial sobre R o C con producto interno y 7: £ — E un operador. Si

W C E es un subespacio T-invariante, entonces W= es un espacio T*-invariante.

DEMOSTRACION. Sea z € W+, queremos demostrar que T*(z) € W+, es decir, que para todo

w € W se tiene que

(w,T*(2)) = 0.
En efecto, tenemos que (w,T*(z)) = (T'(w),z). Como w € W y W es T-invariante, tenemos que
T(w) € W. Finalmente, como z € W+, tenemos que (T'(w), z) = 0. Luego (w,T*(z)) = 0. O

Teorema 3.4.7: Teorema espectral de operadores autoadjuntos

Sea E # {0} un espacio vectorial sobre R o C de dimensién finita con producto interno y
T: EF — FE un operador autoadjunto. Se tiene que F admite una base ortonormal de vectores

propios de T'.
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DEMOSTRACION. Sea n = dim(FE). Si n = 1 el resultado es evidente, sea n > 1 y supongamos por
induccién que el resultado es véalido para un espacio de producto interno de dimensién a lo méas n — 1.

Sea A € R un valor propio de Ty v un vector propio asociado a A con ||v|| = 1. Sea W el subespacio
de E generado por v. Luego W es T-invariante. Por el Lema tenemos que W+ es T*-invariante
y como T' = T*, tenemos que W+ es T-invariante.

De lo anterior deducimos que W= con el producto interno heredado de E es un espacio vectorial
con producto interno de dimensién n — 1, ya que dim(W) = 1 y dim(E) = dim(W) + dim(W+). Sea L
la restriccién de T a W+, luego L: W+ — W+ es un operador autoadjunto y por hipétesis inductiva
tenemos que W+ admite una base ortonormal {bs,...,b,} de vectores propios de L.

Como E = W @ W+, tenemos que B = {v,by,...,b,} es una base ortonormal de E. Como cada
b; es un vector propio de L, en particular es un vector propio de T, luego B es una base ortonormal

de vectores propios de T'. O

En el caso de un espacio vectorial E sobre R, es posible demostrar que el converso es también
verdad, es decir, si T: F — FE es un operador tal que E admite una base ortonormal de vectores
propios de T, entonces T' es autoadjunto.

En efecto, supongamos que E admite una base ortonormal B de vectores propios de T'. Luego la

matriz que representa a T en la base B es diagonal, digamos

C1 0 e 0
0 C2 e 0
[Tz =
0 0 ... ¢,
Como B es ortonormal, tenemos que la representacion de T™* en la base B es la conjugada transpuesta,
es decir
C1 0 0
. 0 ¢ 0
[T"]p =
0 O Cn
En el caso en que E es un espacio real, necesariamente tendriamos que ¢; = ¢; para todo 1 < i < n.
Luego [T|g = [T*]g lo cual implica que T' = T*. Este argumento nos permite enunciar el siguiente
corolario.

[ ]

Sea FE # {0} un espacio vectorial sobre R de dimensién finita con producto internoy T: E — E

un operador. F admite una base ortonormal de vectores propios de T' si y solamente si T' es

autoadjunto.

[ Ejercicio 3.4.9 ]

= Sea A € M, (C) una matriz diagonalizable. Muestre que existe B € M, (C) tal que
B? = A.

= Sea A € M, (C) una matriz autoadjunta. Mostrar que existe una matriz B € M, (C)
tal que B? = A.
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= Sea A € M, (R) una matriz simétrica real. Mostrar que existe una matriz simétrica
real B € M,,(R) tal que B = A.
= Dar un ejemplo de una matriz simétrica real A € Ms(R) tal que no existe una matriz

simétrica real B tal que B2 = A.

En el caso de R™ con el producto punto, lo anterior se traduce de la manera siguiente.

[ |

Sea A € M,,(R). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es simétrica, es decir, A = AT.

2. R™ admite una base ortonormal de vectores propios de A.

Observacion 3.14. El equivalente del Corolario no es verdad para espacios vectoriales complejos,
incluso si son de dimensién finita. Existen operadores complejos que no son autoadjuntos y que admiten
una base ortonormal de vectores propios. Més adelante veremos que la propiedad que caracteriza esto

es que el operador sea normal, es decir que conmute con su adjunto.

[ Ejercicio 3.4.11 ]

Sea C? con el producto interno canénico y considere el operador dado por la matriz

Note que la matriz A no es autoadjunta. Muestre que C? admite una base de vectores propios

de A ortonormales.

3.5. Isomorfismo de espacios con producto interno

A continuacién estudiaremos la nocién de isomorfismo para espacios vectoriales con producto

interno.

Definicién 3.5.1: Isomorfismo de espacios con producto interno

Sean (E,(-,")g) y (F,(-,-)r) dos espacios con producto interno. Una transformacién lineal
T: E — F preserva producto interno si para todo =,y € E se tiene que (z,y)g = (Tx, Ty) p.
Un isomorfismo de espacios con producto interno es una transformacién lineal biyectiva que

preserva productos internos.
Si existe un tal isomorfismo entre (E, (-,-)g) y (F, (-,-)r), decimos que (F, {-,-)g) y (F, (-,-)F) son
isomorfos.
Observacion 3.15. Si T: E — F preserva producto interno, entonces
|z||? = (z,x) = (Tx, Tz) = ||Tz||? para todo = € E.

En particular, Ker(T) = {Og}.
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Proposicion 3.5.2: Equivalencias isomorfismo

Sean (E, (-,-)g) y (F, (-,-)r) dos espacios con producto interno de la misma dimensién (finita).
Sea T': E — F una transformacion lineal. Son equivalentes

1. T preserva el producto interno.

2. T es un isomorfismo de espacios con producto interno.

3. La imagen bajo T" de toda base ortonormal de E es una base ortonormal de F'.

4. La imagen bajo T de alguna base ortonormal de E es una base ortonormal de F'.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Si T preserva el producto interno, entonces dim(Ker(T)) =0y T
es inyectiva. Por el teorema de rango nulidad, tenemos que dim(Im(7)) = dim(E) — dim(Ker(T)) =
dim(E) = dim(F’). Luego T' es sobreyectiva. Obtenemos que T' es un isomorfismo.

(2) = (3) Supongamos que T es isomorfismo de espacio con producto interno y sea {b1,...,b,}
una base ortonormal de E. Luego ||T0;||r = ||bille = 1y sii # j (Th;,Thj)r = (b;,b;)r = 0. Luego
{Tby,Thy,...,Th,} es base ortonormal de F'. (3) = (4) es trivial.

(4) = (1). Supongamos que existe una base {bi,...,b,} una base ortonormal de E tal que

{Tby,Thy,...,Th,} es base ortonormal de F'. Luego dados x,y € E podemos escribir

n n
:L‘Zzakbk, yZZCkbk.
k=1 k=1

De este modo .

<xay>E = Z

i=1

n n
(aibi, ckbi)p = > artrllbellz =D axt.
=1 k=1 k=1
Por otro lado, como {Tby,Tbs,...,Th,} es base ortonormal de F tenemos que

NE

o

n

(T2, Ty)p =Y (a:T(b),cxT(b))r =Y axtrl|T(be)l[7 = _ axtr.

i=1 k=1 k=1 k=1
De donde obtenemos que
(z,y)p = (Tz, Ty)p.

[ Ejemplo 3.5.3 ]

Sea (FE,(-,-)g) un espacio vectorial complejo con producto interno de dimensién finita y sea
B ={b1,...,b,} una base ortonormal de E. Consideremos la transformacién lineal T: E — C™
dada por

T(b;) = e; para todo 1 < i < n.
Por la proposicién anterior, como dim(E) = dim(C™) y T envia alguna base ortonormal (B) de
E a una base ortonormal ({e1,...,e,}) de C”, tenemos que 7" es un isomorfismo de espacios
vectoriales con producto interno. Luego (FE, (-, )g) es isomorfo a C™ con el producto candnico.

Si E es un espacio vectorial real, entonces (E, (-, -)g) es isomorfo a R™ con el producto punto.

Definicion 3.5.4: Transformaciéon unitaria

Un operador T': E — E se dice unitario si su adjunto 7 existe y se tiene que

TTr* =TT =id.
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Proposicién 3.5.5

Un operador T': E — E es unitario si y solamente si 7" es un isomorfismo de espacio vectorial

con producto interno (E, (-, -)) en si mismo.

DEMOSTRACION. Supongamos que T es unitario, luego T* existe y TT* = T*T = id. Luego T~ !

existe y T~! = T*. De acé obtenemos que T es biyectiva. Tenemos ademas que
(Tx, Ty) = (x, T*Ty) = (z,y).

Luego preserva el producto interno. Esto muestra que 7' es isomorfismo.
Inversamente, si T es isomorfismo, entonces T~! existe. Como T preserva el producto interno
tenemos que

(Tx,y) = <Tx,TT_1y> = (z, T 1y).

De donde se obtiene que T* = T~!. Luego T es unitario. O

[ Ejemplo 3.5.6 ]

Sea R™ con el producto punto canénico y sea A € M, (R). Si A define un operador unitario,
esto simplemente dice que AAT = ATA =1.

Un ejemplo de operador unitario en R? est4 dado por la matriz

A= <cos(9) —sin(6)

ara 0 € R.
sin(@)  <os(0) ) par

Ejemplo 3.5.7

Sea C™ con el producto candnico y sea A € M,,(C). Si A define un operador unitario, esto

simplemente dice que AA* = A*A = I. Es decir

X ® . n sii =]
(AA* =) ZAMA,W. = ZAi,kAj,k — o
P = sii £ j.

n n sii=j

(A*A=1) Y A5 Ar; =) Axidy; = o
= 1 si i # j.

La primera condicién dice que las filas forman una base ortonormal. La segunda condicién dice
que las columnas forman una base ortonormal. Notemos que éstas condiciones son equivalentes

a que A defina un operador unitario sobre la base candnica.

Definicién 3.5.8: Transformaciones unitariamente equivalentes

Dos operadores T: E — E y L: E — E se dicen unitariamente equivalentes si existe un
operador unitario U: E — E tal que
T=ULU".
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Ejercicio 3.5.9 ]

Sea 0 € [0, 27). Muestre que las matrices siguientes son unitariamente equivalentes sobre C2

A (cos(@) —sin(9)> o (ew 0‘ ) .
sin(6)  cos(9) 0 e

Ejemplo 3.5.10 ]

Sea A € M, (C) una matriz autoadjunta. Luego sabemos que es diagonalizable, los valores
propios son reales y C™ admite una base ortonormal de vectores propios de A. En particular,
si los ordenamos en una matriz P tenemos que P es unitaria y por lo tanto P~! = P*. Luego
podemos escribir

A= PDP".
En el caso en que A € M, (R), podemos ir més alld y simplemente escribir

A= PDP".

En otras palabras, las matrices autoadjuntas son unitariamente equvialentes a una matriz dia-

gonal real.

3.6. Operadores normales y teorema espectral

En el caso en que F es un espacio vectorial real, demostramos que la condiciéon de que T sea
autoadjunto es equivalente a que E admita una base de vectores propios ortonormal de 7. Sin embargo,

como comentamos anteriormente, lo anterior es falso en el caso de un espacio vectorial complejo.

Ejemplo 3.6.1

Sea E = C? con el producto interno canénico. Considere la matriz

1
i 1]

Tenemos que A no es autoadjunta, pero C? si admite una base ortonormal de vectores propios

de A.
1+ ()Hj§ \}51
. 1 1|
O 172 7@ ﬁ

A:

1§ 1 1
Z] — l\/i V2
0 1
2 1 ﬁ ——

A= .
V2

Lo que sucede en el caso de un operador complejo que admite una base de vectores propios

ortonormal, es que los valores propios pueden ser complejos. En este caso tenemos que
A* = (PDP*)* = PD*P*.

En el caso en que los valores propios son reales, tenemos que D = D* y por lo tanto A = A*. En el caso
complejo esto no se cumple necesariamente. Sin embargo, notemos que siempre tenemos lo siguiente
AA* = PDP*PD*P* = PDD*P* = PD*DP* = PD*P*PDP* = A*A.

Luego el operador inducido por A necesariamente debe conmutar con el inducido por la matriz

adjunta de A. Esto motiva la definicién siguiente.
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Definicién 3.6.2: Operadores normales

Sea E un espacio vectorial con producto interno. Un operador 7: E — E se dice normal si su
adjunto existe y
TT* =T"T.

Los operadores unitarios son casos especiales de operadores normales donde ademaés se tiene que
TT* =T*T = id.

[ Ejercicio 3.6.3 ]

Sea E un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto interno y sea T: E — E
un operador normal. Muestre que | T(z)|| = || T (x)|| para todo « € E. Concluya que Ker(T') =
ker(T*).

Mostraremos que en el caso de un operador complejo, la condicién de ser un operador normal

caracteriza la existencia de una base de vectores propios ortonormales.

[ Ejemplo 3.6.4 ]

No es verdad que en un espacio real un operador normal admita una base de vectores propios

ortonormales, esto ya que podria ni siquiera tener valores propios reales. Por ejemplo

0 -1
A =
1 0
Cumple que AAT = AT A = I (es unitario), pero A no admite valores propios reales.

Necesitaremos los siguientes resultados preliminares. En los tres lemas siguientes 7: £ — E es un

operador en un espacio vectorial £ complejo de dimensidn finita con un producto interno.

Lema 3.6.5

Si T es un operador normal, entonces \ es valor propio de 7' con vector propio v si y solamente

si A\ es valor propio de T* con vector propio v.

DEMOSTRACION. Sea U = T — M. Verificamos que U* = T* — A\I. Como TT* = T*T, el operador

U es normal ya que
UU* = (T = N)(T* = XI) = TT* = \T — XT* + |\|*I = (T* — XI)(T — \I) = U*U.

Por el Ejerciciom tenemos que ||Uv|| = ||[U*v||. Como Uv = Tv —Av y U*v = T*v — v, deducimos

que Tv = A\v si y solamente si T"v = \v. O

Lema 3.6.6

Si B una base ortonormal del espacio E tal que [T] es triangular superior. Entonces [Tz es

diagonal si y solamente si T es normal.

DEMOSTRACION. Llamemos A = [T]g, de este modo [T*]g = A*. Si A es diaogonal, entonces

claramente AA* = A*A y tenemos que T es normal.
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Supongamos ahora que T es normal y llamemos B = {b1,...,b,}, como A es triangular superior,
tenemos que Tb; = A 1b1. Por el Lemam tenemos que T%b; = A; 1b1. Por otro lado,

n

T*b, = Z(A*)kvlbi = Zmbi.
k=1

k=1
Luego A, = 0 para todo k > 2. De acé obtenemos que Thy = A; 201 + Az 202 = Aj 2by. Repitiendo

el argumento se obtiene A; ; = 0 para j >4 y por lo tanto que A es diagonal. (]

Lema 3.6.7

Existe B una base ortonormal del espacio tal que [T]g es triangular superior.

DEMOSTRACION. Sea B’ una base de abanico para T'. Luego [T es triangular superior. Aplicando
el proceso de Gram-Schmidt a B’ obtenemos una base BB ortonormal, y puede verificarse que [Tz sigue

siendo triangular superior. O

Teorema 3.6.8: Teorema espectral para operadores normales

Sea E un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto interno y sea T: E — E

un operador normal. Entonces E admite una base ortonormal de vectores propios de T'.

DEMOSTRACION. Por el Lema existe una base ortonormal B = {b1,...,b,} tal que [T]5 es
triangular superior. Como T es normal, entonces [T']z es diagonal. Llamemos D = [T]z. Por definicién
tenemos que Tb; = ZZ:1 Dy, iby, = D; ;b; y se deduce que b; es vector propio de T'. Luego B es una

base ortonormal de vectores propios de T O

[ Ejercicio 3.6.9 ]

Sea E un espacio vectorial complejo de dimensién finita con producto interno, y sea T: E — E
una proyeccién (T2 = T). Muestre que son equivalentes:

1. T es autoadjunto.

2. T es normal.

3. Im(T) es ortogonal a Im(id —7).



Capitulo 4

Representaciéon de formas

4.1. Formas bilineares y sesquilineares

Recordemos la definicion de forma sesquilineal

Definicién 4.1.1: Forma sesquilineal

Sea E un espacio vectorial sobre C. Una forma sesquilineal sobre E es una funcion f: ExXE —
C que satisface lo siguiente:

L f(z,y+2z)=flz,y)+ f(z,2) y flz+y,2) = f(z,2) + f(y,2), para todo z,y, z € E.
2. f(Az,y) = Mf(z,y) y f(x,\y) = Af(z,y), para todo z,y € E y A € C.

En el caso en que F es un espacio vectorial real, entonces la segunda condicién se puede escribir
fQz,y) = f(x,\y) = Af(x,y) y la forma se denomina bilineal. Usualmente hablaremos simplemente
de formas, y daremos por entendido que se trata de una forma bilineal en el caso real, y una forma

sesquilinear en el caso complejo.

Observacion 4.1. si f y g son formas sobre un espacio E. Entonces f + g también es una forma.
Del mismo modo una forma multiplicada por un escalar es también una forma, luego el espacio de las

formas lineales es un espacio vectorial.

Ejercicio 4.1.2

Sea C™ con el producto interno candnico. Muestre que toda matriz A € M, (C) define una

forma sesquilineal mediante

fa(z,y) = (Az,y) = yT Aw.

Hoy nos interesaremos en representar formas bilineales en espacios de producto interno mediante

operadores.

Teorema 4.1.3: Representacion de formas sesquilineales

Sea E un espacio vectorial complejo de dimensién finita y con producto interno. Para toda

forma sesquilinear f: £ x E — C existe un tnico operador 7': E — FE tal que

f(z,y) = (Tz,y) para todo z,y € E.

DEMOSTRACION. Fijemos 2 € E. Luego la transformacién g,: £ — C dada por g,(z) = f(z,y)
es lineal. Por el teorema de Riesz, existe un vector g tal que g,(x) = (x, ) para todo x € E.

Definamos una funcién U: E — E dada por U(y) = §. De este modo para todo z,y € E tenemos
que gy(z) = f(z,y) = (x,U(y)). Mostraremos que U es un operador.

Notemos que para todo z,y,z € E'y A € C tenemos que

89
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(@, Uy +2)) = f(z, Ay +2) = AMf(2,9) + f(2,2) = M2, U(y)) + (z,U(2)) = (2, AU (y)) + (z,U(2)).

De donde se obtiene que U(Ay + z) = AU(y) + U(z), por lo cual U es un operador sobre E. Como F

es de dimensioén finita, el adjunto T' = U* existe y tenemos que para todo z,y € E

f(@,y) = (T, y).

Para probar la unicidad, supongamos que existe un operador T7": E — E tal que f(z,y) = (T"z,y)
para todo x,y € E. Luego
(T —T")z,y) = 0 para todo =,y € E.

De donde T'=T". O

Observacién 4.2. La aplicacién ¢ que toma una forma f y le asocia un operador ¢(f) = Ty tal que
flz,y) = (T'z,y) es un isomorfismo entre el espacio de formas y el espacio de operadores de E. En

efecto, si f, g son formas y A € C es un escalar entonces para todo z,y €

(A f+9)z,y) = (Af+9)(z,y) = M (z,y) +9(z,y) = Ap(fz, y) +{p(g)z,y) = (Ao (f) +¢(9))7, ).

Luego p(Af +¢g) = Ap(f) + ¢(g) y tenemos que ¢ es una transformacién lineal. Como cada operador
T define una forma fr mediante fr(x,y) = (Tz,y), la aplicacién ¢ es sobreyectiva. Por unicidad de

la forma tenemos también que ¢ es inyectiva, luego ¢ es un isomorfismo.

Definicién 4.1.4: Matriz representante de una forma

Sea f: E — E una forma en un espacio de dimensién finita E y sea B = {b1,...,b,} una base

de E. La matriz representante A de f en la base E estda dada por

AiJ = f(bj7 bl)

Observacién 4.3. Si A es la matriz representante de f en la base B = {by,...,b,}, entonces dados
=3 p_arby ey =37, c;b; tenemos que

n

Fy) =D > i (b, b) =Y > ariA .

k=1j=1 k=1 j=1
a C1
a2 C2 _
Tomandoa=| . | yvy=| . | tenemos que f(x,y) =~T Aa.
ap Cn
Observacién 4.4. Si A es la matriz representante de f en una base ortonormal B = {b,...,b,} v

Ty es tal que f(z,y) = (Tyz,y) para todo x,y € E, entonces tenemos que A; ; = f(b;,b;) = (Ttb;, b;).
Luego A = [T¥]g.

[ Ejercicio 4.1.5 ]

Sea EE = P5 el espacio de polinomios a coeficientes reales de grado a lo mas 2 con el producto
interno dado por (p,q) = fol p(z)q(z)dx.

Considere la forma bilineal dada por f(p,q) = p(0)q(1) + p(1)q(0). Encuentre la matriz repre-
sentante de f en la base {1, z,22}.

. Es importante la eleccién de producto interno en este ejercicio?
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Recordemos que una forma es Hermitica si f(xz,y) = f(y,x). En el caso real decimos que es

simétrica.

Teorema 4.1.6: Teorema del eje principal

Si f es una forma Hermitica en un espacio F con producto interno de dimensién finita, entonces
existe una base ortonormal de E tal que la repesentacién matricial de f en esa base es una

diagonal con elementos reales.

DEMOSTRACION. Sea T el operador tal que f(z,y) = (Tyz,y) para todo z,y € E. Como f es

Hermitica tenemos que

Luego T} es un operador autoadjunto. Por el teorema espectral se deduce que existe una base orto-
normal B = {b1,...,b,} de E formada por vectores propios de Tt. Sea A la matriz representante de f
en la base B. Luego, si tomamos A; el valor propio asociado a b;

)\j sii= j

0 sii#j

Como los valores propios de un operador autoadjunto son reales, tenemos que A es una matriz diagonal

Aij = f(bj,b;) = (Tbj, bi) = Nj(bj, b;) =

con entradas reales. O

Ejercicio 4.1.7

Consideremos R? y la forma f dada por

f(z,y) = z1y1 + 2x1y2 + 2w2y1 + 4210,

Encuentre una base de R? tal que la matriz representante de f en la base es diagonal.

Definicién 4.1.8: Formas no degeneradas

Sea E un espacio vectorial complejo y sea f una forma sobre E. Decimos que
1. f es no degenerada a la izquierda si cada vez que f(z,y) = 0 para todo y € E,
entonces z = 0.
2. f es no degenerada a la derecha si cada vez que f(z,y) = 0 para todo € E,

entonces y = 0.

[ Ejercicio 4.1.9 ]

Sea F un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita, f una forma y 7" el operador
asociado tal que f(z,y) = (Tz,y) para todo x,y € E. Muestre que f es no degenerada si y

solamente si T no es singular (a la izquierda).
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Ejercicio 4.1.10

Suponga que E es de dimension finita. Muestre que una forma f es no degenerada a la izquierda

si y solamente si es no degenerada a la derecha.

De acuerdo al resultado del ejercicio anterior, diremos simplemente que f es no degenerada si

cumple una de las dos condiciones equivalentes.

Ejercicio 4.1.11: Riesz para formas no degeneradas

Sea F un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y f una forma no degene-

rada. Muestre que para todo funcional lineal L: F — C existe un dnico y € F tal que

L(z) = f(x,y) para todo = € E.

Ejercicio 4.1.12: Adjunto para formas no degeneradas

Sea E un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y f una forma no de-
generada. Muestre que para todo operador 7T: E — FE existe un operador 7*: E — FE tal
que

f(T(z),y) = f(x,T*y) para todo z,y € E.

4.2. Formas cuadraticas

Definicion 4.2.1: Forma cuadratica

Una forma cuadratica es una funciéon f: R™ — R de la forma

n n
f(l‘l, coo ,:Z?n) = ZZQ‘J[MI‘T

i=1 j=i

En palabras mas simples, una forma cuadratica es un polinomio en n variables z1,...,x, tal que
todos sus términos tienen grado 2. A continuacién veremos que siempre pueden representarse mediante

matrices simétricas.

[ Ejemplo 4.2.2 ]

f(x) = ||z||? es una forma cuadratica.

[ Ejemplo 4.2.3 ]

Sea A € M,,(R). Luego f(z) = 27 Az es una forma cuadratica.

Proposicion 4.2.4

Sea f: R™ — R una forma cuadritica. Entonces existe una matriz A € M, (R) simétrica tal
que f(z) = 2T Az.
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DEMOSTRACION. Sea f(x1,...,%,) = Y ;) >0, ¢ jaixj. Definamos A € M,,(R) mediante

A= S qf >
% if 1 < j.

Se sigue que

n n
T — .
x Az = E x; g 0,7 Tj
i=1 j=1
n 1—1
Cjii
= 9 T;T; —|— cz zx + i L5
i=1 j=1 1=1 j=1i+1
n n
Cjii
=2 QHJ+ZW+ZZ
j=li=j+1 i=1 j=i+1
n n

T;Tj

=1 j=1i+1

”x + E g Ci i T

=1 j=i+1

= f(Il,... ,Hj‘n).

[ Ejercicio 4.2.5 ]

Escriba f(z1, 72, 23) = o3 + 223 + 423 — 22129 + 62273 Encuentre una matriz simétrica A €

M;3(R) tal que f(z) = 2T Ax.

Podemos aplicar el teorema del eje principal para representar las formas cuadraticas mediante una
diagonal. Notemos que si f: R” — R es una forma cuadritica dada por f(z) = 27 Az y U: R* — R"

es un operador, entonces f o U es una forma cuadritica dada por (f o U)(z) = 2TUT AUz.

Teorema 4.2.6: Teorema del eje central para formas cuadraticas

Sea f una forma cuadratica. Entonces existe una matriz unitaria U tal que si y = Uz, entonces

f(x) = yT Dy con D una matriz diagonal.

DEMOSTRACION. Como f es forma cuadrética, existe una matriz simétrica real A € M, (R) tal
que f(r) = (Ax,z). Por el teorema espectral tenemos que A = PDPT para una matriz unitaria P y

una matriz diagonal real D. Tomando U = PT tenemos que

f(x) = f(Py) = (Py)"A(Py) = y" (PTAP)y = y" Dy.

[ Ejercicio 4.2.7 ]

Sea f(x1,22) = 23 — 87179 + 273. Encuentre un cambio de variable y = Uz tal que la forma

escrita en términos de y se represente por una matriz diagonal D, es decir, f(x) = yT Dy.
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Consideremos una forma cuadritica en R?

2 2
Q(z1,22) = axy + bryxe + cx5.
Podemos escribirla de la manera siguiente

(e (5 ()

Por el teorema del eje central, existe una matriz unitaria U € Ms(R) tal que si y = Uz entonces

[Nl -

Q(r) = yT Dy con D una matriz diagonal. Es decir, Q(r) = ay? + By3 para o, 3 € R.

[ Ejercicio 4.2.8 ]

Muestre que si U es una matriz unitaria en My (R) entonces es de la forma

[ cos(f)  sin(0) _ [cos(f)  sin(0) )
v= (— sin(6) 005(9)) oU= (sin(g) _ cos(0)> para algin 6 € [0, 27).

Concluya que un cambio de variables como el del teorema del eje central en R? corresponde a

una rotaciéon mas una reflexién con respecto a y = 0.

Consideremos la ecuacién 1 = Q(z) = ay?+[y3. El conjunto de puntos (y1,y2) € R? que satisfacen
la ecuacion es:

1. Una elipse si «, 8 > 0.

0,5 |

u 1=3yf +43

2. Una hipérbola si af < 0.

1=yi -y

3. En los casos restantes el conjunto de puntos es o bien vacio o es una cantidad finita de puntos.
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Deshaciendo el cambio de variables, podemos interpretar una curva de nivel de una cuadratica de

la forma 1 = 27 Az como una elipse o hipérbola rotada.

Ejemplo 4.2.9

Los puntos determinados por la ecuacién 1 = 522 — 22115 + 222 representan una elipse rotada
Y2

0,5 |

b 1 =5x2 — 2x110 + 222

/

Lo anterior puede determinarse analiticamente analizando los valores propios de la matriz

simétrica que representa la forma cuadratica asociadada. En este caso Q(x1,x2) = Bx% —2x122+

A<_51 ;).

Y se puede verificar que ambos valores propios son positivos.

222 est4 representada por

Notemos que si ambos valores propios de una matriz simétrica A tal que Q(z) = 27 Az son
positivos, entonces 1 = Q(z) describe una elipse rotada pues un cambio de variable unitario la convierte
en una elipse. Del mismo modo un valor propio positivo y uno negativo la hace una hipérbola rotada.

Lo anterior motiva la definicién siguiente.

Definicién 4.2.10: Tipos de formas cuadraticas

Una forma cuadratica @: R™ — R es

1. Definida positiva si Q(z) > 0 para todo z € R™ \ {0}.
2. Definida negativa si Q(z) < 0 para todo z € R™ \ {0}.

3. Indefinida si no es definida positiva ni definida positiva.

De manera coherente, diremos que una matriz simétrica A € M, (R) es definida positiva si la
forma cuadrética Q(z) = 2T Az es definida positiva y que A es definida negativa si Q(x) = 27 Az es

definida negativa.

Proposicién 4.2.11

Sea @: R™ — R una forma cuadritica dada por Q(z) = 27 Ax para A € M,,(R) simétrica. Se
tiene que
1. @ es definida positiva si y solamente si todos los valores propios de A son positivos.

2. @ es definida negativa si y solamente si todos los valores propios de A son negativos.
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DEMOSTRACION. Sean My, ..., \, los valores propios de A. Por el teorema de los ejes principales,

tenemos que existe un operador invertible U: R™ — R"™ tal que si y = Uz entonces

n
Q@) =y "Dy =) Ny
i=1

Si @ es definida positiva, tenemos que Q(z) > 0 para todo x € R™. En particular tomando z; tal que
Uzx; = e; obtenemos que \; = Q(x;) > 0. Luego todos los valores propios son positivos. Al contrario,
si todo A; es positivo, tenemos que Q(x) = Z?:l \iy? > 0 salvo si y = 0, lo cual ocurre solo cuando
x =0 ya que U es invertible.

El segundo caso notamos que —Q(z) = 27 (—A)x es definida positiva si y solamente si Q(z) es
definida positiva. Luego el resultado anterior muestra que —Q(x) es definida positiva si y solamente si
los valores propios de —A son todos positivos. Luego Q(z) es definida negativa si y solamente si todos

los valores propios de A son negativos. O

Ejercicio 4.2.12 ]

Determine si Q(x) = 327 + 23 + 23 + 47122 + 47973 es una forma cuadrética definida positiva.

Observacién 4.5. En el caso de una matriz autoadjunta A € M, (C), diremos que es definida

positiva si todos sus valores propios son positivos (recordemos que siempre son reales).

Lo que hemos demostrado es que si representamos un producto interno mediante una matriz

autoadjunta, entonces todos sus valores propios son positivos.

Observacion 4.6. Una importancia de las matrices definidas positivas, aparte de que pueden usarse
para definir productos internos, es que admiten una descomposiciéon importante llamada descompo-
sicién de Cholesky.

Miés precisamente si A € M, (C) es autoadjunta definida positiva, entonces existe una matriz
L € M,,(C) triangular inferior con entradas reales y positivas en la diagonal tal que A = LL*. Esta
escomposicién es de gran utilidad en aplicaciones numéricas tales como la resolucién de ecuaciones

lineales de muchas variables.

Ejercicio 4.2.13 ]

Considere el espacio vectorial C? y sea f: C? x C? — C dada por
f((@1,22), (y1,92)) = 25121 + 207122 — 207271 — 822,

1. Determine una matriz A € My (C) tal que

f(x,y) = <Ax’y>

donde (-, -) denota el producto interno canénico de C2. Concluya que f es una forma
sesquilineal.

2. Determine si f es Hermitica.

3. Determine si Q(z1,22) = f((21,22), (21, z2)) es una forma cuadritica definida positiva.

4. ;Es f un producto interno sobre C2?
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| Ejercicio 4.2.14: [Dificil] |

Sea @ una forma cuadrética en R™. Definamos
m=min{Q(z) : [|z|| =1}, M =mix{Q(x): |z| =1}

Sean A\; < A9 < --- < )\, los valores propios de la matriz simétrica que representa a () ordenados

de menor a mayor. Muestre que m = A\ y M = \,,.

4.3. Secciones conicas

Una seccién cénica es el conjunto de puntos que se obtiene al intersectar en R? el cono 22 = 22 + 3?2

con un plano de la forma ax 4+ by + cz = d y proyectarlos en el plano.

Ejemplo 4.3.1

2

En la imagenes siguientes se muestra la interseccién del cono z? = 22 + y? en morado con el

plano en verde determinado por la ecuacién %x +z=1.

Puede apreciarse que en este caso la intersecciéon de ambas figuras es una elipse.

En esta seccién nos enfocaremos en describir las secciones cénicas de una manera puramente

algebraica.

Definicion 4.3.2: Seccion cénica

Una seccién cénica es un conjunto de puntos (z,y) € R? que satisface una ecuacién de la
forma
Az? + Bry+Cy> + Dz + Ey+ F =0.

En términos matriciales, podemos describir una secciéon cénica mediante la ecuacién siguiente

Co)(y B (2) 0 B ()

parte cuadratica parte lineal

vl

La parte cuadrética ya fue estudiada en la seccién anterior. Notemos que también podemos escribir

la ecuacién de la cénica como la proyeccién de una forma cuadrética en R? de la siguiente forma

(o

v el
vl Q vlw
ol ol

X
y| =0
1
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En lo que sigue denotaremos por M y (Q las matrices

M =

vl el

S ESlSIN) )
O
I
/N
vlw
Q vlw
~—

v Q vlw

Para clasificar conicas necesitaremos la definicién siguiente

Definicién 4.3.3: Cénica degenerada

Una seccién cénica es degenerada si su ecuacién puede reescribirse como el producto de dos

polinomios lineales sobre C.

Ejemplo 4.3.4

La seccién cénica dada por 2% —y? = 0 es degenerada pues puede reescribirse como (z+y)(x—y).

El conjunto de puntos que describe estd dado por la unién de las rectas y =z e y = —x.

4 .

Y

2 1

‘ ‘ ‘ ‘ x $2 _ yQ =0
—4 —2 2 4
_2 1
41

[ Ejemplo 4.3.5 ]

La seccién cénica dada por 22 +y? = 0 es degenerada pues puede reescribirse como (z +iy)(x —

iy). Notemos que en R? tan solo describe el punto (0,0).

| Ejemplo 4.3.6 |

Para a # 0, la ecuacién z2 + 2 = a no es degenerada, pues no puede reducirse a un producto

de polinomios complejos lineales. Notemos que en R?, para o > 0 la ecuacién anterior describe

un circulo y para a < 0 el conjunto vacio.
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0,5

Proposicion 4.3.7

La cénica descrita por la matriz M es degenerada si y solamente si det(M) = 0.

Daremos solo una demostracién esquematica de la proposicion anterior. Una demostracién rigurosa

puede ser encontrada en [Las57].

x
DEMOSTRACION. Denotemos por Z el vector | y |. Supongamos que det(M) = 0. Por el teorema

1
del eje central, existe una matriz unitaria U € M3(R) tal que la forma cuadrética f(¥) = #7 M ¥ puede
reescribirse como f(#) = w? Dw con w = UZ y donde D es la matriz de los valores propios de M.
Como det(M) = 0, sin pérdida de generalidad (permutando las filas y columnas) podemos asumir que

D3 3 =0y escribir

flz)= Alw% + )\ng = (\/EUH + i\/sz)(\/le - Z\/gwg)

Deshaciendo el cambio de variables w = Ux obtenemos que f se factoriza como dos formas lineales
sobre C.

Por otro lado, si la cénica descrita por M es degenerada, entonces la podemos describir mediante
la ecuacién 0 = (ax + by + ¢)(dz + ey + f) para valores a, b, ¢,d, e, f € C. Desarrollando la expresién
anterior, obtenemos que la forma matricial puede escribirse de la forma

X
(x y 1) —aegbd be L;C‘B y| =0
af—Q&-cd bf—2i-ce Cf 1

Un horrible célculo muestra que el determinante de la matriz que describe la forma cuadrética

anterior es 0. O

En el caso en que una coénica no sea degenerada podemos clasificar su forma de acuerdo al deter-

minante de la matriz @) segtn el criterio siguiente:

1. Si det(Q) = 0 la cénica es una parabola.
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Ejemplo 4.3.8 ]

La cénica y? — 2y + 22 — x —y = 0 cumple que det(Q) = 0 y representa una parabola.

y?—2zy+a®—z—y=0

2

2. Si det(Q) < 0 la cénica es una hipérbola.

[ Ejemplo 4.3.9 ]

La cénica y? — 22 — 1 = 0 cumple que det(Q) < 0 y representa una hipérbola.

Sty

2 —22-1=0

3. Sidet(Q) > 0 la cénica es una elipse.

[ Ejemplo 4.3.10 ]

La cénica y? + 222 — x — 1 = 0 cumple que det(Q) > 0 y representa una elipse.



4.3. SECCIONES CONICAS 101

L, 2 +222—2—-1=0

Observacion 4.7. Cuando ambos valores propios de una cénica no degenerada ) son idénticos y no

nulos, la ecuacién describe una circunferencia.

Observacion 4.8. En el caso de una elipse, notamos que es posible que la cénica describa el conjunto

vacio (por ejemplo, 222 + y? = —1)

[ Ejercicio 4.3.11 ]

Determine si las siguientes cénicas son degeneradas. Si alguna de ellas no lo es, determine si es

una parabola, una hipérbola o una elipse.

1.

e & o> 80 9

y? —2xy+ 2% —z+y=0.
y?—2xy+a2? —x—y=0.

Y2+ —xz+y=0.
y? -2 —x+y=0.
z+y=0.

2zy +x+y—1=0.






Capitulo 5

Algebra lineal numérica

En la vida moderna, practicamente nadie va por la calle multiplicando matrices ni resolviendo
ecuaciones lineales. Para ello tenemos computadores que hacen eso de manera mucho maés rapida que
nosotros y con una probabiidad extremadamente baja de realizar errores. Es por lo mismo que es de
vital importancia comprender que tan complejo es para un computador realizar una operacién con
matrices, y cuanto tiempo tardara en realizarlo.

Para ello necesitamos primero entender como almacena un computador ntimeros. Hay muchas

formas de hacerlo, dos de las méds comunes son las siguientes:

[ Ejemplo 5.0.1: Enteros con signo ]

int: un entero de k bits (con signo). Un nimero entero se representa mediante una cadena de
k valores en 0,1 y puede representar nimeros enteros entre — B = 1
Explicitamente, si definimos ¢; = 2° para 0 < i < k — 1y ¢ = —2F~! la representacién de

un entero usando bits by_1bg_o...b1by € {0,1}* estd dada por:
k—1

int(bkflbkfg .. blbo) = Z bic;.
i=0

Usualmente k£ toma valores que son potencias de 2, por ejemplo, enteros de 8 bits, 16 bits, 32
bits, etc.

[ Ejercicio 5.0.2 ]

Determine que nimero entero de 8 bits representan las siguientes cadenas de caracteres.

00000000,
00000001,
00001010,
10000000,
11111111,
11111110,
10101010.

NS o B9 =

Ejemplo 5.0.3: Reales con signo de 32 bits ]

double: un nimero “real” (en la préctica es un ntimero racional) se representa mediante una
cadena de 32 valores
b31...b1by € {0, 1}32

El bit b3; representa el signo, los bits b3 . .. b3 representan el exponente y los siguientes bits

representan un entero en binario.

103
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Maés precisamente, el numero representado por una cadena de bits es

23
double(b31 Ce blbo) = (—].)b31 2(221:23 bk2k_23)7127 1+ Z b23,i2_i

: exponente i=1
signo P

fraccién

Obviamente, no basta con saber representar niimeros en un computador, sino como se hacen ope-
raciones entre ellos (suma, resta, multiplicacién, etc.) Los detalles de ésto no los veremos en este curso.

Sin embargo, queremos guiar nuestro estudio del algebra lineal numérica por el principio siguiente:

En un computador, la multiplicacién toma mucho mas tiempo que la suma.

Observacién 5.1. El principio anterior no es cierto en todas las implementaciones, por ejemplo, en
Python la diferencia no es tan alta en enteros de precisién arbitraria (porque la suma estd implementada
de manera muy lenta para evitar problemas de overflow). Pero por ejemplo en C++ o Java la suma

de enteros es mucho més rédpida que la multiplicacién.

En particular, trabajando con matrices, nos gustaria minimizar el nimero de multiplicaciones que
realizamos. También nos gustaria evitar trabajar con fracciones muy pequenas o nimeros muy grandes
(recordemos que los nimeros que almacenamos deben estar en rangos de acuerdo a la representacién
de ellos).

Consideremos la multiplicacién de dos matrices cuadradas A, B de tamafio n. Una pregunta bésica
es cuantas operaciones de suma y multipliacién se necesitan para obtener C' = AB. Recordemos que

para todo 1 < i,j5 < n, tenemos que
n
Cij =Y AirBi;.
k=1

Entonces para calcular C; ; necesitamos n sumas y n multiplicaciones. Como existen n? pares

3

1 < 14,5 < n, la forma obvia de multiplicar matrices requiere n3 sumas y n® multiplicaciones.

Ejemplo 5.0.4

Si Ay B son dos matrices cuadradas de tamaiio n = 10°, se requerirdn 2 - 101° operaciones (la
mitad multiplicaciones y la mitad sumas) para calcular C' = AB.

En Python, un buen computador personal de la fecha requiere aproximadamente de 1s para
realizar 10% multiplicaciones. Luego para calcular el producto de dos matrices de tamano n = 10°
se requiere de 10° segundos, es decir, aproximadamente 31,7 afos, tan solo para calcular las

multiplicaciones.

El rol del dlgebra lineal numérica es encontrar maneras mas eficientes de realizar esos cédlculos.
Uno pordria preguntarse: jSerd posible calcular la multiplicacién de dos matrices cuadradas de tamafio
n usando menos de n3 operaciones? Afortunadamente la respuesta es si. Una manera de hacerlo es

mediante el algoritmo de Strassen.

Ejemplo 5.0.5: Algoritmo de Strassen

Sean A, B matrices cuadradas de tamaifio n. Sin pérdida de generalidad, supongamos que n = 2F

para algin k € N (si no es el caso, rellenamos las matrices con ceros). Luego podemos dividir
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A en cuatro matrices Ay 1, Aq2, Az1 y Ago cuadradas de tamaiio 2+F=1 1o mismo con B.
A A B B
A— 1,1 12 | p_ 1,1 12 )
Aoy | Aso By | Bop

C = AB — A11B11 + Ai2B2y ‘ AiBoi +A12Bs |\ [ Cig ‘ Cio
Ar1Bi1+As2Bg ‘ Ar1Bo +As9Bs Ca ‘ Ca

Luego

A priori esto no sirve de nada. Calcular la multiplicacién de un un producto de submatrices
requiere (2°~1)3 multiplicaciones, entonces calcular AB usando esta descomposicién toma 8 *
(2F=1)3 = (2%)3 multiplicaciones. Sin embargo Strassen [Str69] descubrié la siguiente férmula

maravillosa. Definamos:
M; = (A1 +A22)(B11 +Bap)
M = (Az1+A22)B1;
M; =A11(B12—Bapo)
My =A5(Bs1 —Bi1)
Ms =(A11+A12)Boo
Mg = (A21 —A11)(B11+B12)
M7 = (A12 — A22)(Ba1 + Baj).

Notemos que para calcular My,..., My tan solo se requieren 7 multiplicaciones de matrices.

Ademis se tiene que:
Cii=A11Bi1+A1:2By; =M; +My — M5 +My
Ci2=A11Bs1+A12B2o=M;3+ M;
Co1=A21B11+A5By 1 =My + My
Coo=A21B21 +As5Bs5 =M; — Ms+ M3 + Mg
En otras palabras, se puede calcular el producto de dos matrices de tamafio 2* usando 7 veces
el niimero de multiplicaciones que toma multiplicar dos matrices de tamafio 2*~!. Es facil de-

mostrar inductivamente que usando este algoritmo e puede calcular el producto de dos matrices

de tamaifio 2¥ usando 7% multiplicaciones. Es decir, si usamos n = 2¥, entonces se requiere
n1o82(") ~ 2897 multiplicaciones.

La diferencia es importante para valores grandes de n. Por ejemplo, si tomamos n = 10° como
en el ejemplo anterior, se requerird aproximadamente 10'4:°%% multiplicaciones en vez de 105,
En términos de tiempo, si 10 operaciones tomasen 1s esto significaria aproximadamente 3,17

anos en vez de 31,7.

Observacién 5.2. En la practica, el algoritmo de Strassen no es eficiente para matrices de tamanos
pequenos, ya que si bien reduce el nimero de multiplicaciones, aumenta considerablemente el nimero

de sumas y restas.

Observacién 5.3. Existen algoritmos mucho més eficientes que Strassen para la multiplicacién de

matrices. El record actual lo tiene el algoritmo de Josh Alman y Virginia Vassilevska Williams [AW20]
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n2:3728596

que toma (asintéticamente) multiplicaciones para calcular el resultado de la multiplicacién

de dos matrices cuadradas de tamano n. El anterior record lo tenfa Le Gall [Gall4], con un algoritmo

2,3728597

que requiere asintéticamente n multiplicaciones.

5.1. Algoritmo de Gauss y pivoteo parcial

Consideremos el sistema de ecuaciones representado por la ecuacién matriciaﬂ

()60

Es sencillo verificar que la unica solucién del sistema es 7 = x5 = 1. Ahora supongamos que anadimos

. ., . . 7 ~ . .
un poco de ruido a la ecuacién, por ejemplo, si tomamos un nimero pequeiio € (por ejemplo, € = 107°)

() E)-6)

Podemos usar el método de eliminacién de Gauss para encontrar la solucién (si € # 1):

e 1)1 e 1 1 e 1 1 e 0 |1-—24
— 1 Ll — ¢ ;
112 0 1-%]2-1 0 e—1]|2-1 0 e—1| 2—1

y consideramos

2e-1 1
e 0 I=-T= |01 O | = ||t = |
0 e—-1] 2¢-1 0 e—-1]2-1 0 1 2—%6
Entonces la tinica solucién de la ecuacién (para € # 1) estd dada por
nETT T 1—¢

Lo cual hace mucho sentido, es una solucién cercana a la anterior para valores pequenos de €.
Ahora supongamos que intentamos resolver la iltima ecuacién en un computador usando numeros
reales con punto flotante con poca precisién. Recordemos que, de manera abstracta, estos niimeros se

representan mediante un bit de signo, un exponente y una fraccién. Es decir, un nimero de la forma
:l:(]..blbgbg Ce bt) X ﬂn

Donde n es el exponente de beta 5 € N, y by, ...,b; son nimeros enteros entre 0 y § — 1 y el niimero

t se denomina la precisién.

[ Ejemplo 5.1.1

Supongamos que estamos usando nimeros en base § = 10, con precisién ¢ = 3 y donde el
exponente n puede tomar valores —8 < n < 8. Ejemplos de nimeros que podemos representar
son

1 = 1,000 x 10°.

1345 = 1,345 x 103.

—1000 = —1,000 x 103.

0,00001 = 1,000 x 10~°.

= 8N =

Si un ndimero (o el resultado de una operacién entre dos niimeros) no se puede representar de

manera exacta usando punto flotante, el computador asignard el niimero mas cercano.

IEsta seccién estd basada fundamentalmente en el texto http://www.math.iitb.ac.in/ “neela/partialpivot.pdf


http://www.math.iitb.ac.in/~neela/partialpivot.pdf
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Ahora repliquemos los pasos de eliminacién de Gauss usando € = 10~ y un computador. El primer

paso da

1
—99998

0,00001 1
1 1

1 0,00001 1
—
2 0 1

1 | 0,00001 1
N 0 —99999

1
2— 0,00001

1
~ 0,00001

Ahora, 107° puede representarse sin problemas si tomamos 8 = 10, t = 3 y —8 < n < 8. Pero
—99999 y —99998 no pueden representarse de manera exacta y se aproximarin a —10°. Luego el

computador se “confundiria” y en el ultimo paso representaria la matriz del modo siguiente:

1,000 x 10~° 1,000 x 10°
1,000 x 10=8  —1,000 x 10°

1,000 x 10°
—1,000 x 10°

De la ultima ecuacién el computador obtendria que xo = 1. Al substituir en la primera ecuacién
saldria que x7 = 0. Notemos que esta solucion esta completamente erradal

La razon del error anterior, es que el computador realiza errores al realizar algebra aproximada, y
como vimos, puede tener efectos enormes en el resultado. El método del pivoteo parcial es una heuristica
que ayuda a reducir este tipo de errores. La idea es que es bueno evitar niimeros muy pequenos, ya
que al dividir por ellos es muy probable encontrar errores de aproximacion.

Por ejemplo, si en el ejemplo anterior comenzamos por intercambiar las filas, el método de elimi-

nacién de Gauss da el resultado siguiente

L 1 12| |1 1
2 0,00001 1|1 | |0 1-0,00001

En este caso el computador también se “equivoca”, y representa la tltima matriz del modo si-

0,00001 1
1 1

2
2 —0,00001 |

guiente:

1,000 x 10° 1,000 x 10°
1,000 x 108 1,000 x 10°

1,000 x 10°
1,000 x 100 |

Si embargo ahora el resultado del computador es el correcto x; = x5 = 1,000 x 10° = 1. En general,

es mejor evitar la division por nimeros muy pequenos. Esta es la heuristica del pivoteo parcial.

Definicién 5.1.2: Pivoteo parcial

El método del pivoteo parcial es una modificaciéon al método de eliminacion de Gauss donde
al momento de pivotear, en vez de elegir cualquier coeficiente no nulo, se elige siempre el que

tenga el mayor valor absoluto (si hay més de uno, se elige el de la fila de menor indice).

Ejemplo 5.1.3

Considere el sistema de ecuaciones

2 1 1 1 5
4 —6 0 xTo = —2
-2 7 2 I3 9

Luego los pasos del método de Gauss con pivoteo parcial son los siguientes.
2 1 1|5 ] 4 -6 0|-2 4 -6 0] -2
4 -6 0| -2 = 2 1 1] 5 =0 4 1| 6
-2 7 2|9 |[hel| 2 7 2]9 0 4 2|8
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4 —6 0| -2 4 —6 0] -2 4 0 014
— |10 4 1| 6 =0 4 0] 4 = | 0 4 04
0 0 1| 2 0O 0 1 0 0 1|2

De donde obtenemos la solucién, r1 =z =1y z3 = 2.

[ Ejercicio 5.1.4 ]

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones usando el método de eliminacién de Gauss con

pivoteo parcial

002 00l 0 0 1 0,02
1 2 1 0 ol |1
0 1 2 1 | | 4
0 0 100 200/ \z4 800

5.2. Descomposiciéon LU y LDU

Ahora consideraremos un tipo de descomposicién de matrices que facilita mucho la resolucién

numérica de ecuaciones lineales.

Definicién 5.2.1: Descomposicion LU

Sea A € M,,(K) una matriz cuadrada. Decimos que A admite una descomposicién LU si existe
una matriz triangular inferior L € M,,(K) y una matriz triangular superior U € M., (K) tales

que
A=1LU.

[ Ejemplo 5.2.2 ]

Considere la matriz A € M5 (R) dada por

A:(j g).

Se puede verificar que A admite una descomposiciéon LU:

(6962

L U

Notemos que no toda matriz admite una descomposicién LU, como muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 5.2.3

Considere la matriz A € M3 (R) dada por

A:G )

Notemos que A es una matriz invertible. Por otro lado, si A = LU para matrices de la forma:
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A lin O U1 U1l
5271 6272 0 U2,2

L U

Entonces ¢1 1u1,1 = 0, luego 11 =0 0 u11 = 0, lo cual implica que det(L) = 0 o det(U) = 0,
lo cual es imposible ya que det(LU) = det(A4) = —1.

El ejemplo anterior muestra que no siempre es posible encontrar una descomposicion LU. Sin
embargo, siempre es posible encontrar una descomposicién de la forma LU modulo una matriz de

permutacién de filas P

Definicién 5.2.4: Descomposicion LU con pivoteo parcial

Sea A € M, (K) una matriz cuadrada. Decimos que A admite una descomposicién LU con
pivoteo parcial si existe una matriz de permutacién de filas P, una matriz triangular inferior

L € M, (K) y una matriz triangular superior U € M,,(K) tales que

PA=LU.

Ejemplo 5.2.5 ]

Considere la matriz A € M3 (R) dada por

A_<g ;).

Luego A admite una descomposicién LU con pivoteo parcial,
0 1 0 1\ (10 1 0

1 0o/\1t o)/ \o 1)\o 1)

—_——  —— —
P A L U

Antes de estudiar la existencia de las descomposiciones, mencionemos que son muy utiles para

resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Observacién 5.4. Si tenemos que A admite una descomposicién LU (con pivoteo parcial), entonces

la ecuacion Az = b puede reescribirse como
LUz = Pb.

Definiendo b = Pb y ¢ = Ux podemos resolver

Lz =,

mediante substitucién inversa, luego de encontrar una solucién podemos resolver
Ur=1z,

y con eso tendremos una solucién al sistema de ecuaciones inicial.

Si ya contamos con la descomposicién LU, el algoritmo anterior tiene dos ventajas:

1. No es necesario pivotear las filas o columnas, sino que solo substituir valores y despejar.
2. El mismo procedimiento se puede aplicar a diferentes valores de b. Y da una soluciéon de manera

rapida.
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Observacién 5.5. Una segunda aplicacién es calcular el determinante de A. Tenemos que si PA = LU,

entonces

det(A) = det(P~ ") det(L) det(U) = (=)™ [ ] s [ ] i
i=1 =1
Donde M es el nimero de permutaciones de filas efectuadas por P.

Observacién 5.6. Una tercera aplicacién es calcular la inversa de A (si det(A) # 0). Si tenemos que
A = LU y declaramos que b; es la columna, i-ésima de A~!, entonces podemos usar el algoritmo de la
primera observacién para resolver

Donde e; es el vector canénico en la componente i-ésima. Luego A™! se calcula juntando los vectores

columna b;.

En lo que sigue, mostraremos que toda matriz cuadrada A invertible admite una descomposicién
LU con pivoteo parcial y daremos un algoritmo para obtenerla. El algoritmo es esencialmente el método

de eliminacién de Gauss con pivoteo parcial, donde ademdas guardamos un poco mas de informacion.

Observacion 5.7. En general, toda matriz cuadrada A admite una descomposicién LU con pivoteo

parcial. Una prueba de esto puede encontrarse en el articulo [OJ05].

Teorema 5.2.6: Existencia de descomposiciéon LU con pivoteo parcial

Sea A € GL,(K) una matriz cuadrada invertible. Entonces A admite una descomposicién LU

con pivoteo parcial.

DEMOSTRACION. Consideremos el algoritmo siguiente. Definiremos matrices A® para 0 < i < n

0) _

del modo siguiente. Definamos A A y supongamos que ya tenemos A con la propiedad de que

todos los coeficientes a,(;)J de A® donde j < iy k > j son 0. Supongamos que el coeficiente ag? de A®
es no nulo. Entonces definimos para k >
o
ki = — -
HO)

Consideremos la matriz L) dada por una diagonal de 1, y los coeficientes l; para todo k > i. Es

decir,

1
L(Z) — €i+1,i 1

livo

Ui 1
Luego la matriz A®TD = L A® cumple la misma propiedad de la matriz A, es decir, para
todo j < i+ 1y k > j tenemos que a,(j;l) = 0.

De esta manera, tenemos que A es triangular superior. Notemos que

A — (=1 (=2)  1(1)[0) 4
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Notemos que cada LY es una matriz triangular inferior, luego (L(*)~! es también triangular inferior.
Tenemos entonces que

A= (LY=L=t (L= = (Ln=Dy=1 g()
L U

Lo cual entrega la descomposicién buscada.

Notemos que supusimos que af‘l) # 0 en cada etapa. Esto en general no es cierto. Sin embargo,
si A es invertible, entonces siempre existe j > i tal que aglg # 0. Usando una matriz que permute la
fila 7 y 7, se puede redefinir A’ = PA y aplicar el algoritmo a la matriz A’. Haciendo este proceso
tantas veces como sea necesario es claro que se terminara por obtener una descomposicién de la forma

PA=1LU. (]

Observacién 5.8. En la practica, no es buena idea calcular la secuencia de matrices L®. Lo mejor
es utilizar el algoritmo de eliminacién de Gauss para pivotear la matriz hasta obtener una matriz

triangular superior U, y luego resolver las ecuaciones mediante substitucién para encontrar la matriz
L.

Ejercicio 5.2.7

Aplique el algoritmo anterior para obtener la descomposicién LU (con pivoteo parcial) de

0
A:

N DN
=N W

)

5.3. Descomposicién de Cholesky

Anteriormente vimos que toda matriz cuadrada invertible A admite una descomposiciéon LU con
pivoteo parcial. Es decir, que existe una matriz de permutacién de filas P, una matriz triangular inferior

L y una matriz triangular superior U tales que
PA=LU.

Hoy veremos que en el caso de una matriz A € M, (C) Hermitica (o simétrica si A € M, (R))
definida positiva se puede obtener una descomposicién mucho mejor. Recordemos que una matriz

Hermitica es definida positiva, si todos sus valores propios son positivos.

Definicién 5.3.1: Descomposiciéon de Cholesky

Sea A € M,,(C). Una descomposicién de Cholesky de A es una matriz triangular inferior

L € M,,(C) cuya diagonal tiene entradas positivas reales tal que

A=LL".

Donde L* = (LT) denota la matriz adjunta de L.

Observacion 5.9. Notemos que si L es triangular inferior, entonces L* es triangular superior. Luego

la descomposicién de Cholesky es un caso especial de la descomposicién LU.

La descomposiciéon de Cholesky es numéricamente mucho més estable que la descomposicion LU.

En la practica, reduce casi a la mitad el tiempo de resoluciéon de un sistema de ecuaciones lineales con
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respecto a una descomposicién LU. También tiene aplicaciones en optimizacién (minimizar expresiones

con segunda derivada mediante minimos cuadrados) y en el método de simulacién de Monte Carlo.

Teorema 5.3.2: Existencia de la descomposicion de Cholesky

Toda matriz hermitica definida positiva admite una descomposciéon de Cholesky.

No daremos una prueba completamente formal de Teorema [5.3.2] Las personas interesadas en ella
pueden encontrarla en la seccién 4 de [Gol96]. Sin embargo, daremos un esquema de la prueba en forma
de un algoritmo para calcular la descomposiciéon de Cholesky.

Este algoritmo funcionard por el hecho de que toda matriz definida positiva A € M,,(C) cumple la
propiedad de que toda submatriz de una matriz inducida por un subconjunto de {ndices I C {1,...,n}

(es decir, la matriz obtenida al restringirse a las filas y columnas de I) es semidefinida positiva.

ESQUEMA DE DEMOSTRACION DEL TEOREMA [5.3.2] Sea A € M,,(C) una matriz Hermitica de-
finida positiva. Vamos a definir una secuencia finita de matrices AM ... A1) donde AV = A.

Supongamos que tenemos la matriz A con la estructura siguiente:

I, 0 O
AW = 0 a bl
0 b; B®

Donde la fila y columna central indican la fila y columna 4 respectivamente, I; 1 es la identidad
de tamafio i — 1, B® es una matriz Hermitica de tamano n —iy a # 0.

Usando las entradas de A®) podemos definir

gy _ (T 0
0 BY —lpbr/’

Notemos que B() — %bibf es Hermitica si B® lo es, luego AT es de la misma forma que A®.
Notemos ademds que A+t =T,

Si tenemos A de la forma anterior, podemos definir

Y se cumple la ecuacién AW = L&) AGHD (L))*,
De éste modo, obtenemos que
A=A = L@ o pm) gD Ly L@y (L))

. ACON ACI N () (L("))* e (L(2))*(L(1))* )
—
L -

Lo cual muestra que A admite una descomposicion de Cholesky. O

Observacion 5.10. Los detalles que escondimos debajo de la alfombra en la prueba anterior, es la
demostracién de que a # 0 en cada etapa de la iteracién. Para ello, basta demostrar que la matriz B(*)

es siempre definida positiva en toda etapa de la iteracién.
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[ Ejercicio 5.3.3 J

Calcule la descomposicién de Cholesky de la matriz simétrica definida positiva

4 12 —16
A= 12 37 —43
—-16 —43 98

5.4. Normas matriciales subordinadas

Recordemos brevemente la nocién de norma en un espacio vectorial

Definicion 5.4.1: Norma

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una norma es una funcién ||-||: E — R que
cumple las propiedades sjguientes:

1. ||lz]| = 0 si y solamente si z = 0.

2. ||Az|| = |\|||z|| para todo A e Ky z € E.

3. lz+y|l < |lz| + |ly|| para todo x,y € E.

Obviamente, siempre podemos interpretar el espacio de matrices M, (K) como un espacio vectorial
asbtracto de dimensién n? sobre K y otorgarle una norma del mismo modo al que estamos habituados,

por ejemplo, la norma euclidiana

14]l2 =

DO (A2

i=1 j=1

o la norma del maximo
[Alloo = méx |4l
1<i,j<n
Observacién 5.11. En el contexto de matrices, a la norma || A2 se le denomina norma de Frobenius
o norma de Hilbert-Schmidt.

Sin embargo, acd nos interesaremos en normas que preserven un poco mas de estructura de las
matrices. El espacio de matrices también admite un producto, y nos gustaria que la norma también se

comporte bien con respecto al producto. Esto motiva la definicién siguiente.

Definicion 5.4.2: Norma matricial

Consideremos el espacio vectorial M, (K). Una norma sobre M,,(K) se denomina norma ma-

tricial si adicionalmente cumple que

IAB|| < ||A|||B|| para todas las matricesA, B € M,,(K).

Observacion 5.12. Dependiendo de la literatura, el término norma matricial puede usarse de la
manera anterior, o simplemente para denotar cualquier norma en una matriz. En esos casos, a las

normas matriciales tal como las definimos nosotros las denominan normas submultiplicativas.
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Ejercicio 5.4.3

Muestre que la norma del maximo no es una norma matricial (no es submultiplicativa), pero

que la norma de Frobenius si lo es.

Ejercicio 5.4.4

Muestre que si I es la identidad de M, (K), entonces para toda norma matricial en M, (K) se
tiene que
I = 1.

En lo que sigue, estudiaremos un tipo de norma matricial especial que permite relacionar la norma

de un operador con los elementos del espacio donde actua.

Definicién 5.4.5: Norma matricial subordinada

Sea E = K" un espacio vectorial, y sea ||-|| una norma sobre E. Definimos la norma matricial
subordinada a ||-|| sobre M,,(K) mediante

|| Az]|

z€E\{0} [l

1Al =

Notemos que estamos usando la misma notacién para la norma subordinada ||A|| para matrices
y para la norma en el espacio vectorial. No habrd riesgo de confusién ya que se aplican sobre objetos

distintos.

Observacion 5.13. En la definicién anterior, si F es un espacio vectorial cualquiera y reemplazamos
M, (K) por el espacio de operadores “continuos” T: E — E, entonces la norma matricial subordinada
a aquella norma en E se denomina usualmente norma fuerte de operadores. Como aqui tan solo
trabajaremos en dimensién finita, podemos siempre pensarla como una norma sobre un espacio de

matrices.

Observacion 5.14. Una utilidad de las normas subordinadas es que permiten aplicar normas a ecua-

ciones que involucran matrices y vectores. Por ejemplo, si tenemos Ax = b, entonces podemos escribir
16l = [l Az| < [ Allll]-

Notemos que la desigualdad es vélida incluso si z = 0.

[ Ejercicio 5.4.6 ]

Muestre que para toda norma ||-|| en K", la norma matricial subordinada en M,,(K) es una

norma matricial (es norma y es submultiplicativa).

Las normas subordinadas son fundamentales para estudiar espacios de operadores sobre espacios
vectoriales de dimensién infinita. Sin embargo, nosotros estudiaremos una aplicaciéon en dimensién

finita que permite cuantificar la estabilidad de un sistema de ecuaciones lineales.
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Ejercicio 5.4.7

Dada una matriz A € M,,(C), definamos p(A) como el maximo del valor absoluto de todos sus
valores propios
p(A) = max [A].

i=1,...,
Este valor se denomina radio espectral de A. Muestre que si ||| es una norma matricial
subordinada, entonces
p(A) < {/||A||F para todo entero k > 1.

[ Ejercicio 5.4.8 ]

Muestre que si ||-|| es una norma matricial subordinada, entonces ||I|| = 1. Concluya que la

norma de Frobenius para un espacio de dimensién d > 2 no es subordinada a ninguna norma.

5.5. Estabilidad de sistemas lineales

Consideremos el sistema lineal

107 8 7\ (= 32
75 6 5| |a| |23
8 6 10 9| |zs| |33
7 5 9 10) \a4 31

Se puede verificar que la tnica solucién a éste sistema es x1 = x2 = x3 = x4 = 1, que la matriz es
simétrica y su determinante es 17

Supongamos que perturbamos el lado derecho de la ecuacién con un valor pequenio en cada coor-
denada (—0,1 <e < 0,1). Por ejemplo

107 8 7\ [wn 32,1
75 6 5| w| 229
8 6 10 9| |ys| [33.1
7 5 9 10) \w 30,9

Ahora las soluciones del sistema son y = (9,2,—12,6,4,5,—1,1). Es decir, un error pequeno en el
vector de la derecha lleva a un error enorme en las soluciones del sistema.

Del mismo modo, si ahora perturbamos la matriz con un error pequeiio (—0,5 < ¢ < 0,5), por

ejemplo
10 7 8,1 7,2 21 32
7,08 504 6 5 2| |23
8§ 598 998 9 z3 33
6,99 499 9 9098 Z4 31

Entonces las soluciones son z = (—81,137, —34,22). Del mismo modo, un error muy pequeno en
las entradas de la matriz lleva a una soluciéon muy distinta de la original.
A continuacién estudiaremos una manera de cuantificar este error, el nimero de condicionamiento

de una matriz.

2Este ejemplo fue sacado del dcumento https://www.cis.upenn.edu/ cis515/cis515-11-s14.pdf]


https://www.cis.upenn.edu/~cis515/cis515-11-sl4.pdf
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Definicion 5.5.1: Niimero de condicionamiento de una matriz

Sea A € M,,(K) una matriz invertible y sea ||-|| una norma matricial subordinada en M, (K).

Definimos el nimero de condicionamiento de A como el valor

Cond(4) = | AJl[|A7]-

Fijemos una norma en el espacio que induce una norma subordinada. Para motivar esta definicién,
supongamos que tenemos el sistema Ax = b y perturbamos el lado derecho para obtener b + Ab. Si

escribimos las nuevas soluciones como y = x + Az tenemos que
A(x + Az) =b+ Ab
Cancelando las soluciones originales, tenemos que AAz = Ab, por lo cual obtenemos que
1Az]] < [|ATH[[1Ab].

Por otro lado, siempre tenemos que ||b|] < || A||||z]|. Juntando estas dos desigualdades obtenemos

que

lAa] NN ™~
< (||Al||A - -,
fer = (AT T 9]

Luego el error relativo en la solucion, esté acotado por el nimero de condicionamiento por el error

= Cond(A)

relativo en el lado derecho.

De manera similar, si consideramos un error en las entradas de la matriz AA, tenemos que
(A+ AA)(z+ Az) =b.

De un modo similar al anterior, puede mostrarse que

|Az] _ [lAd]
lel ™ T+ Ad]

AA
< Cond(A)|”A”H.

Observacion 5.15. Puede demostrarse que las cotas anteriores son rigidas, en el sentido de que existen

valores de by Ab (o A y AA) para los cuales la desigualdad es una igualdad.

[ Ejercicio 5.5.2 ]

Muestre que para toda matriz invertible en M,,(C) y toda norma subordinada se tiene que
1. Cond(A) > 1,
2. Cond(A) = Cond(A™1),
3. Cond(AA) = Cond(A) para todo A € C\ {0}.

[ Ejercicio 5.5.3 ]

Muestre que si tomamos la norma euclidiana en C" y consideramos la norma subordinada ||-||2

en M, (C), entonces para toda matriz normal invertible A € GL,,(C) tenemos que

Cond(A) = m

Donde A, ..., A, son los valores propios de A de modo tal que || > -+ > |\,].



5.5. ESTABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES 117

[ Ejemplo 5.5.4 ]

En el ejemplo del incicio, con la matriz

8 6 10
9 10

Si consideramos la norma subordinada a la norma euclidiana, tenemos que
Cond(A) ~ 2984.

Al igual que en el ejemplo anterior, si tomamos

32 0,1
23 —0,1

b= , Ab= ’
33 0,1
31 —0,1

Y las respectivas soluciones z, z + Az de los sistemas Az = by A(x + Ax) = b+ Ab respecti-

vamente, tenemos que

1 8,2
1 —13,6
T = , Az = .,
1 3,5,
1 21

Luego
Ibl|2 &~ 60,025, ||z|]le =2, [|Abl]=0,2, |Az| ~ 16,397.

Y obtenemos que
[Az]|

[l]

A
< Cond(A)”blrI” ~ 9,943

Vemos que en este caso el nimero de condicionamiento permite predecir de buena manera el

8,199 ~

error estimado en la solucién.
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