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Introduccion

El estudio del grupo de automorfismos de un G-subshift, homeomorfismos biyectivos que con-
mutan con la accién del shift, tiene su origen en el trabajo clasico de Hedlund de los anos 60
(véase [16]). En este articulo, Hedlund caracteriza los automorfismos de Z-full shifts con alfabetos
finitos, como autématas celulares con dependencia local finita. De lo anterior, se deduce que dicho
grupo es contable y, ademas, preserva propiedades dindmicas como la periodicidad. Empleando
un refinamiento de la técnica de “marcadores” introducida por Krieger en 1982, [23] (véase tam-
bién [4]); Boyle, Lind y Rudolph, en [5], extendieron los resultados de Hedlund de Z-full shifts a
Z-subshifts de tipo finito (topologicamente) mezcladores. Mas precisamente, demostraron que el
grupo de automorfismos de un Z-subshift de tipo finito mezclador es un grupo residualmente finito
y algebraicamente “grande”; en el sentido de que contiene copias de una amplia variedad de grupos:
la suma directa contable de copias de Z, la suma directa de cada coleccién contable de grupos finitos

y grupos libres en k generadores con k > 2.

A pesar de estos avances, el entendimiento general de la estructura algebraica de los grupos de
automorfismos sobre G-subshifts continia siendo una tarea dificil, especialmente fuera de los casos
clasicos. Un problema central en este ambito es la clasificacion de los grupos de automorfismos de
G-subshifts, en general si se consideran distintos alfabetos o grupos distintos de Z. Una herramienta
clave en esta direccion es el Teorema de Ryan, véase [29], quien demostr6 que el centro del grupo
de automorfismos de un Z-full shift estd generado por potencias del shift. Este teorema ha sido
fundamental para distinguir grupos de automorfismos de Z-full shifts. Por ejemplo, en [5, Section
4] se mostro que Aut({0,1}%) % Aut({0,1,2,3}%), y mas generalmente, en [15, Theorem 2.5|,
Aut({0,1,---,p}?) 2 Aut({0,1,---,p¥}*) para todo nimero primo p y entero k > 2. En [19,
Theorem 3.2|, Kim y Roush demostraron que el grupo de automorfismos de un Z-full shift se
incrusta en el grupo de automorfismos de cualquier Z-subshift de tipo finito mezclador no trivial.
Dado que los Z-full shifts son, en particular, Z-subshifts de tipo finito mezcladores, podemos concluir
que todos los grupos de automorfismos de Z-full shift se contienen entre si. A pesar de esto, aiin se
desconoce, por ejemplo, si Aut({0, 1}%) y Aut({0,1,2}%) son o no isomorfos. El resultado de Kim y
Roush fue pionero en usar la técnica de la “cinta transportadora”. Generalizaciones de esta técnica

son una de nuestras principales herramientas para los resultados de este trabajo.

El grupo de automorfismos para un Z%subshift con d > 2 ha sido menos estudiado y se conoce
mucho menos que en el caso unidimensional, d = 1 . La mayoria de la investigacién en esta direccién

se ha enfocado en extender algunos de los resultados conocidos para Z-subshifts, ya sea adaptando



técnicas existentes o trabajando con hipétesis més débiles. Una de las herramientas mas utilizadas
para estudiar el grupo de automorfismos de Z%, d > 1, es la técnica de marcadores. Usando esta
técnica, Ward mostré en [35] que el grupo de automorfismos de un Z%subshift de tipo finito
mezclador contiene copias de todos los grupos finitos. Mas adelante, Hochman, en [18], generalizo
este resultado y el Teorema de Ryan para Z%-subshifts de tipo finito con entropia positiva. También
demostro que si un Z%-subshift tiene orbitas periodicas densas, entonces el grupo de automorfismos
de cualquier Z-full shift se puede incrustar en él. Finalmente, Hochman construyé un ejemplo de un
Z2-subshift de tipo finito mezclador cuyo grupo de automorfismos es la suma directa entre Z? y un
grupo G localmente finito. Esto implica que no se puede generalizar el resultado de Kim y Roush
para Z%subshifts con d > 2, pues no podemos incrustar el grupo de automorfismos de Z%full shifts
(que contiene al grupo libre en dos generadores) en el grupo de automorfismos del subshift de tipo
finito mezclador del ejemplo. Sin embargo, existen versiones de este resultado cuando se consideran

G-subshifts fuertemente irreducibles, véase, por ejemplo, Teorema D y Teorema E.

Ademas de los resultados obtenidos para Z?-full shifts y Z%subshifts de tipo finito mezclador,
con d > 1, una linea de investigaciéon complementaria se ha centrado en el estudio de subshifts
que presentan propiedades adicionales. Por ejemplo, shifts soficos (véase [21,37]), subshifts con
restricciones de crecimiento (véase [8,9,22]), asi como el analisis de caracteristicas que determinan
restricciones para la incrustacion en el grupo de automorfismos de Z-subshifts (véase [8,10, 13,30,
37]). También se han estudiado otros grupos que guardan relacion con el grupo de automorfismos de
Z-subshifts. Por ejemplo, Hartman, Kra y Schmieding estudiaron en [15] el grupo de automorfismos
estabilizado de Z-subshifts de tipo finito mezcladores. A diferencia de los grupos de automorfismos
de Z-full shifts, los grupos de automorfismos estabilizados de Z-full shifts se pueden distinguir

basados tnicamente en el tamano del alfabeto.

El proposito de este trabajo es contribuir al entendimiento de los grupos de automorfismos
mediante la extension de los resultados obtenidos por Ryan, Kim y Roush estudiando diferentes
clases de GG-subshifts, con G un grupo infinito. Por un lado, consideramos la clase de G-subshifts
fuertemente irreducibles, lo que nos permite ir mas alla del contexto tradicional de Z%, con d > 1.
Por otro lado, reemplazamos la clase de G-subshifts de tipo finito por una clase mas general: G-

subshifts con la propiedad topologica de Markov fuerte.
A continuacion mencionamos los resultados mas importantes de este trabajo.

Primero, estudiamos una generalizacion del Lema de Marcadores, una herramienta fundamental
que permite manejar la estructura de un G-subshift mediante particiones convenientes. Esta técnica
fue introducida por Krieger en |23, Lemma 2| en el contexto de cadenas de Markov y ha sido apli-
cada en diversos problemas relacionados con incrustaciones. Mas recientemente, McGoff y Pavlov
demostraron en [26] la existencia de marcadores para G-subshifts sobre grupos contables infinitos.
Extendemos estos resultados al contexto de G-subshifts fuertemente irreducibles en grupos infinitos.
Dado G un grupo infinito y X un G-subshift. Denotamos por Fix(X) al nucleo del homomorfismo
asociado a la accion del grupo shift, es decir, Fix(X) = {¢g € G: gz = z para todo = € X }. Deci-

mos que X es marcable, si para todo conjunto finito Y C G existe un conjunto finito W C G y
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un (Y, W)-marcador, donde un (Y, W)-marcador es un patréon p en el lenguaje de X con soporte
W \Y que no se solapa por traslaciones de ¢ € WY ! \ Fix(X). Una observaciéon importante es
que no existe un criterio unificado para la técnica de marcadores; de hecho, nuestra interpretaciéon
es muy distinta a la de McGoff y Pavlov, y se acerca méas a la definiciéon adoptada por Hochman.

El primer resultado principal de esta tesis se resume en el siguiente teorema:

Teorema A. Cada G-subshift fuertemente irreducible en un grupo infinito G es marcable. Mds ain,
st el grupo es finitamente generado y dotado con una métrica de la palabra, entonces el G-subshift

admite (B(r), B(37r))-marcadores para todo r suficientemente grande.

Asegurando la existencia de marcadores, podemos definir los marcadores tipo huevo. Colecciones
de patrones que son construidos alrededor de un marcador comun, pero llevan consigo informacién
que puede ser intercambiada. Estos marcadores nos permiten construir automorfismos en un G-
subshift fuertemente irreducible. Con la ayuda de los marcadores tipo huevo buscamos generalizar
el Teorema de Ryan, pues es una herramienta ttil en el problema de clasificaciéon de grupos de
automorfismos. Sea G un grupo infinito, denotamos por Z(G) el centro del grupo, es decir, Z(G) =
{9 € G: gh = hg para todo h € G}. Notemos que el subgrupo Fix(X) < G, definido anteriormente,
es el nicleo del homomorfismo asociado a la accidén de grupo. De esta manera, el Teorema de Ryan,

para el caso de un G-subshift fuertemente irreducible, es el siguiente:

Teorema B. Sea G un grupo infinito y X un G-subshift no vacio fuertemente irreducible. Entonces
Z(Aut(X)) es generado por shifts por elementos g € G con gFix(X) € Z(G/Fix(X)). En particular

Z(aut(X) = Z (% [pig(x) ) -

Notemos que si la accion del shift en X es fiel, es decir, Fix(X) = {1}, la conclusion del Teorema
B puede leerse simplemente como Z(Aut(X)) = Z(G). De lo anterior, podemos deducir que si G
y H son grupos con centros no isomorfos, entonces los grupos de automorfismos de G-full shifts y
H-full shifts también son no isomorfos. Esta observacion nos permite responder negativamente a la

pregunta de Hochman hecha en [17]: Si n # m, ;Aut({0,1}2") es isomorfo a Aut({0, 1}2™)?

La aplicacién méas famosa del Teorema de Ryan es la existencia de grupos de automorfismos
de Z-full shifts que no son isomorfos. De esta manera, usamos el Teorema B para obtener una

generalizacion de esta aplicacion para una clase de grupos infinitos.

Teorema C. Sea G un grupo infinito y supongamos que existe un epimorfismo : G — Z tal que

W(Z(QG)) = Z. Para cada entero n > 2 y enteros positivos k,{ tenemos que
Aut({1,...,7*}) = Aut({1,...,n°}%) siy sdlo si k = L.

La hipotesis sobre el Z(G) se debe a que el Teorema C usa la clasificacion de entropias topolo-
gicas de Z-subshifts de tipo finito mezcladores hecha por Lind en [25]. Esta hipotesis es satisfecha

por cualquier grupo de la forma G = H X Z para cualquier grupo H.

Recordemos que el Teorema de Kim y Roush garantiza la incrustacion del grupo de automorfis-

mos de Z-full shifts, en grupos de automorfismos de Z-subshifts de tipo finito mezcladores. En este
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trabajo, presentamos dos generalizaciones de este resultado (Teorema D y Teorema E). Sin embar-
go, ninguno de estos resultados generaliza el trabajo de Hochman: en [18], se muestra que el grupo
de automorfismos de un Z-full shift se incrusta en el grupo de automorfismos de un Z%subshift de
tipo finito con entropia positiva y con conjunto de 6rbitas periodicas denso en el Z%subshift. La
clase de G-subshifts con entropia positiva y puntos periddicos densos no es comparable con la clase

de G-subshifts fuertemente irreducibles.

Para la demostracién del Teorema D, presentamos un resultado preliminar que nos permite
incrustar el grupo de automorfismos de A% para |A| > 2, en el grupo de automorfismos de B,
con G un grupo finitamente generado infinito y B un alfabeto suficientemente grande. Con este
caso identificamos los elementos esenciales de la técnica de la cinta transportadora en su forma més

bésica para posteriormente usarlo en la prueba del siguiente teorema.

Teorema D. Sea G un grupo y X un G-subshift fuertemente irreducible no trivial. Para cada
alfabeto finito A:

(1) Si G admite un elemento libre de torsion, entonces Aut(A%) se incrusta en Aut(X).

(2) Si Fy se incrusta en G, entonces Aut(Af*) se incrusta en Aut(X) para cada k > 1.

Finalmente, para el Teorema E debemos tener en cuenta que la clase de los grupos no prome-
diables no es una subclase de la clase de grupos que contienen una copia de F5 como subgrupo.
El grupo de Lodha-Moore, véase [38| o los grupos Monstruo de Tarski, véase [27], son ejemplos de
grupos no promediables y que no contienen una copia de F» como subgrupo. El ultimo resultado

principal de esta tesis queda enunciado como sigue:

Teorema E. Sea G un grupo y X un G-subshift fuertemente irreducible no trivial que satisface la

propiedad topoldgica de Markov fuerte. Para cada alfabeto finito A:

(1) Si G es no localmente finito, entonces Aut(A%) se incrusta en Aut(X).

(2) Si G es no promediable, entonces Aut(Af*) se incrusta en Aut(X) para cada k > 1.

La condicion de ser no localmente finito es también necesaria para la incrustacion de Aut(A%)
en Aut(X). De hecho, si G es localmente finito, Raymond mostr6 en [28, Theorem 1| que el grupo
de automorfismos de un G-subshift de tipo finito, es localmente finito. Para el enunciado (2) del
teorema, no sabemos si la condicién de no promediabilidad es necesaria para la incrustacion de
Aut(AfF) en Aut(X). En esta direccion, Salo demostré en [33] que Aut({0, 1}7*) no se incrusta en
Aut({0,1}2).

Este trabajo se estructura en cuatro capitulos. El Capitulo 1 estd dedicado a presentar las
nociones preliminares necesarias, con especial énfasis en la teoria de G-subshifts para grupos infinitos
y sus grupos de automorfismos. El Teorema A es demostrado en el Capitulo 2. Recordemos que

este teorema es una generalizaciéon del Lema de Marcadores, herramienta clave para los resultados
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posteriores. Para la demostracion del Teorema de Ryan generalizado (Teorema B), usamos una
consecuencia del Teorema A, existencia de marcadores tipo huevo. Esta prueba es el objetivo
principal del Capitulo 3, junto con la demostraciéon del Teorema C. Finalmente, en el Capitulo 4,
usamos los marcadores tipo huevo para dar una prueba del Teorema D y el Teorema E. Al final de
cada capitulo, escribimos preguntas que quedaron abiertas durante la realizacién del trabajo, junto

con perspectivas que pueden ser ttiles para la resolucién de las mismas.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo describimos los conceptos clave, fijamos la notacién de estos, demostramos

algunas de sus propiedades y presentamos algunos de sus resultados méas importantes.

Sea G un grupo dotado con la topologia discreta y con elemento identidad 1. Usaremos F' € G,
para notar que F es subconjunto finito de G y (F') para el subgrupo de G generado por F. Dado
g€ Gy F K CG escribimos gF = {gh:he F}, FK ={fk: fe FFkc K}y F'={g:g7'¢

F'}, decimos que F' es simétrico si F' = F1

Dados Gy H grupos, escribimos G = H para indicar que son isomorfos. El centro de G es
el subgrupo normal Z(G) = {g € G : gh = hg para todo h € G}. Para un subgrupo H < G,
denotamos sus clases laterales izquierdas en G por G/H. Para un conjunto A, denotamos por

Sym(A) su grupo de permutaciones.

Sea S C G un conjunto de generadores simétrico de un grupo G, si el grupo es finitamente
generado, el conjunto S es finito. Dado g € G, denotamos por |g|s la longitud de la palabra de
g con respecto al conjunto generador S y notamos dg(g,h) = |g~'h|s la métrica de la palabra
asociada. Es decir, |g|s es la longitud de la palabra mas corta en S* que representa a g. Cuando no
haya riesgo de confusion, omitimos el subindice y escribimos |g| y d(g, h). Para r € N, escribimos
B(r) ={g € G : |g| <r} para la bola de radio 7.

1.1 Espacios del shift

Sea A un conjunto finito y G un grupo con elemento identidad 14 dotado de la topologia
discreta, la topologia donde todos los subconjuntos de G son abiertos. Consideremos el conjunto
A% = {x: G — A} de todas las funciones de G a A, el cual llamamos espacio de configuraciones,
al conjunto A lo llamamos alfabeto, los elementos a € A se llaman simbolos y los elementos

z € A% se llaman configuraciones.

Definimos el G-full shift como el conjunto A dotado con la topologia prodiscreta (la topologia
producto donde cada coordenada lleva la topologia discreta) y con la accion del shift (izquierdo)
G ~ A% dada por
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(gz)(h) = z(g7'h) para todo g,h € Gy = € A°.

Notamos que efectivamente es una accion izquierda: gy (gez)(h) = gox(g9y 'h) = (g5 ‘97 'h) =
2((9192)~h) = (g192)2(h).

Sea F' € G un subconjunto finito de G. Definimos un patrén con soporte F' como un elemento
p € AF. Denotamos el cilindro generado por p, [p] = {z € A® : z|r = p} y notamos que los cilindros
forman una base clopen para la topologia prodiscreta en AY, la cual es compacta por Tychonoff y
Hausdorff por ser producto de topologias Hausdorff. Decimos que un patron p aparece en x (en la

posicion g € G) si g~z € [p).

Definicién 1.1.1. Un conjunto X C A% se llama un G-subshift si es cerrado en la topologia

prodiscreta e invariante bajo la accion del shift.

Equivalentemente, X es un G-subshift si y solo si existe un conjunto de patrones prohibidos F
tal que:
X =Xr={xeAY: gz ¢ [p para todo g € G,p € F}.

Proposicion 1.1.2. X es un G-subshift si y solo si existe un conjunto (posiblemente infinito) de
patrones prohibidos F tal que X = Xr = {x € A% : gx ¢ [p] para todo g € G,p € F}.

Demostracion. (<) Es sencillo ver que X% es abierto y Xr es shift-invariante por definicion.

(=) Dado que X C A% es un subconjunto cerrado y teniendo en cuenta que todo abierto es la
uniéon de intersecciones finitas de cilindros, podemos escribir X = A% < Uje J(ﬂ,fijl [pi]), es decir,
X se puede ver como el complemento de una unién de cilindros. Dado que X es shift-invariante,
tenemos que quitar ademas las traslaciones por g de todos los patrones que no pertenecen a X, es
decir, X = A% < Ujes ﬂivzjl [gpli, para todo g € G, lo que podemos traducir como = € X si no tiene
uniones de cilindros de la forma ¢; = ﬂf\gl [p;] ni ninguno de sus trasladados, es decir, gz ¢ [q] para
todo g € G. O

Nota 1.1.3. Diremos que un G-subshift es no trivial si no es ni vacio ni reducido a un solo punto.

Cuando el contexto sea claro, omitiremos la referencia a G y hablaremos simplemente de un subshift.

Sean M, N subconjuntos de G, y sean p € AM g € AN, Escribimos p C ¢ siempre que M C N y
q|ar = p. Sipy g son iguales cuando se restringen a M NN, denotamos por pV ¢ su concatenacion,

es decir, el elemento en AMYN definido por las condiciones p = (pV q) y ¢ T (p V q).

Dado F € G, y X un G-subshift denotamos por Lp(X) el conjunto de todos los patrones
p € AF para los cuales existe z € X tal que p aparece en z. El lenguaje de X es el conjunto dado

por

L(X)= | J Lr(X).

FeG
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Este objeto es de suma importancia, lo usaremos a lo largo del documento, pues nos permite
encontrar equivalencias entre subshifts, es decir, dos subshifts coinciden si y solo si sus lenguajes

coinciden.

Proposicion 1.1.4. Dos G-subshifts, X1 y Xa, son iguales si y sdlo si sus lenguajes son iguales,
es decir, X1 = X9 <= L(X;) = L(X3)

Demostracion. (=) Sea p € L(X1), luego existe x € X tal que p aparece en z. Dado que X7 = Xo,
x € Xy lo que implica p € L(z3), la otra contencion es analoga.

(<) Sabemos que por definicion de lenguaje que L(X7)¢ contiene todos los patrones prohibidos de
X1 y por la Proposicién 1.1.2 tenemos que X; = XL(XI)C. Esto implica que para todo = € X7 y
p € L(X1)¢, gz € [p], para todo g € G. Dado que L(X;) = L(X2) tenemos que L(X1)¢ = L(X2)¢,
de esta manera, para todo p € L(X2)¢, gz ¢ [p] para todo g € G. Luego, x € Xy,x,)e, es decir,

x € X3 la otra contencion es anéloga. O

Dado un subshift X ¢ A%, denotamos por Fix(X) = {g € G : gz = z para todo = € A}, al
ntcleo de la accion del shift, es decir, el subgrupo normal de todos los elementos en G que fijan
cada z € X. Asi, la acciéon de shift G ~ X es fiel cuando Fix(X) = {1¢}.

1.2 Tipos de subshifts

Existen diferentes tipos de subshifts, usualmente clasificados por sus propiedades dindmicas o
combinatorias. Algunos de los mas comunes y con los que trabajaremos de ahora en adelante son:
subshifts de tipo finito (SFTs) los cuales estan determinados por un conjunto finito de patrones
prohibidos; subshifts fuertemente irreducibles (SI) que imponen condiciones que aseguran una fuerte
conexion entre las configuraciones y shifts que verifican la propiedad topologica de Markov fuerte
(TMP fuerte). Esta clase generaliza los SFT, los cuales piden que la admisibilidad de palabras
finitas dependa solamente de restricciones locales, en tanto que los subshifts con TMP fuerte no

necesariamente requieren ser definidos por un conjunto finito de palabras prohibidas.

1.2.1 Subshift de tipo finito

Una clase fundamental y clasica de subshift es la de los subshifts de tipo finito o SFT’s por
sus siglas en inglés. Estos subshifts se obtienen restringiendo el conjunto de patrones prohibidos
a un conjunto finito. El estudio de estos subshifts surgié a mediados del siglo XX, motivado por
problemas en sistemas dindmicos discretos; sin embargo, los SF'T’s adquirieron un papel central en la
teoria de sistemas dinamicos gracias al enfoque introducido por Rufus Bowen y otros investigadores

en la década de 1970, quienes estudiaron sus propiedades topologicas y ergodicas.

Definicién 1.2.1. Un G-subshift X es de tipo finito (SFT) si existe un conjunto finito de patrones
prohibidos F tal que X = Xr.
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Ejemplo 1.2.2. X = A% tomando F = @, es decir, no hay restricciones.

Ejemplo 1.2.3. X C {0,1}” es el conjunto de todas las configuraciones z tal que no tiene dos 1’s

consecutivos, es decir, X = Xz, donde F = {11}. Este shift es llamado golden mean shift.

Ejemplo 1.2.4. Sea G = Z?, sea A el conjunto de baldosas cuadradas de la Figura 1.1:

A0l l5E 4P

[1

Figura 1.1: Alfabeto de Xculebrita-

Definimos X .ulebrita C A% como todas las configuraciones z tal que para cada posicion h € Z?
la flecha saliente de la baldosa coincide con la flecha entrante. De esta manera, el conjunto F de
patrones prohibidos contiene las finitas combinaciones de baldosas donde las flechas no cumplen lo

establecido.

1.2.2 La propiedad topoldgica de Markov fuerte

La propiedad topologica de Markov fuerte (TMP fuerte) fue introducida por Barbieri, Goémez,
Marcus y Taati [2]|, basandose en nociones previas (véase [7]), y también aparece en el trabajo de
Gromov [12]| bajo el nombre de “splicable space”. Esta propiedad se ha generalizado al contexto de

acciones continuas de grupos en espacios compactos metrizables [1].

Definiciéon 1.2.5. Un G-subshift X tiene la propiedad topologica de Markov fuerte (TMP
fuerte) si existe un conjunto finito M &€ G con la siguiente propiedad: para todo subconjunto finito

F € G y para todo z,y € X tales que z|pyrr = y|Famr, €l elemento z|r V y|gF pertenece a X.

Un conjunto M que verifica lo anterior se denomina constante de memoria para X.

Ejemplo 1.2.6. Sea X C {0, 1}” un Z subshift arbitrario y sea Y el subshift resultante de la incrus-
tacion de X en {0, 1}Z2, es decir, Y estd formado por infinitas copias verticales de X. Afirmamos

que este nuevo subshift Y tiene la propiedad topologica de Markov fuerte con M = {(0,1)}.

r---0001110110111%=-11001101111°H01

0001110110111 1100110111101
0001|110 1|1 0111 1100(1 1 01/1 1101
000T1|1|1 0f1|1 01 11 1 100(1|1 01| 1 1 01
00011101 101171 110011 0j1 11101
0001110110111 11001101111O01

Figura 1.2: Configuraciones de Y que coinciden en M ~ F'.

Para el ejemplo particular de la Figura 1.2 tenemos z,y € Y tales que coinciden en FM ~\ F

sombreado de azul, con F' bordeado de azul y F'M bordeado de rosado. Es claro que, dada la
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construccion del subshift, el elemento x| Vy|z2._r pertenece a Y, pues coincide con la configuracion
yey.

Podemos encontrar mas ejemplos de este tipo de subshift en [2].

Cabe senialar que, mientras que para un grupo contable existen solo contables SF'T salvo con-
jugacion topologica, la clase de subshifts con TMP fuerte es, en general, no contable [2]. Esto lo
podemos intuir facilmente revisando el Ejemplo 1.2.6 teniendo en cuenta que el subshift X fue

escogido arbitrariamente. Ademés, todo SF'T satisface la TMP fuerte.

Proposicion 1.2.7. S5i X es SFT entonces X satisface la TMP fuerte.

Demostracion. Sea X = X r, dado que F es finito, construimos el conjunto Fy como aquel donde
todos los patrones prohibidos tienen el mismo soporte, a saber W, no olvidemos que Xr = X7, .
Con esto en mente, definimos W &€ G como una ventana que nos permitira decidir para un patron

pe AV sipC Fw opCL(XF).

Sea M = W~'W. Afirmamos que para F € G, si gW N F # @ entonces gW C FM para
algin ¢ € G, es decir, no tenemos el caso de la Figura 1.3. Si gW N F # & entonces existe
weWyfeF tal que gw = f, luego g = fw™'. De esta manera, para w’ € W tenemos que
gw' = fu~w' € FW='W = FM. Luego gW C FM.

T Y

M

M

Figura 1.3: Ejemplo de ventana en posiciéon prohibida para X C Az2, con A={mm ,mm }

Sea F' € Gy z,y € X tales que z|pyr = y|Fymp, verificamos que el elemento z = x|p V
ylgr € X. Para gW N F # @ la configuracion z|gw = x, debido a la afirmacion anterior y para
gWNF =@, zlgw = y. En cualquier caso, tenemos que z|gww € L(Xr) para todo g € G. Y asi

concluimos que z € X.

O]
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1.2.3 Subshifts fuertemente irreducibles

Los subshifts fuertemente irreducibles generalizan los subshifts de tipo finito. A diferencia de
estos, no requieren un conjunto finito de patrones prohibidos, lo que los sitiia en un nivel mas
general dentro de la jerarquia de los subshifts. Ademés, en muchos contextos, comparten propiedades

dindmicas como la transitividad y la expansividad.

Definicién 1.2.8. Un G-subshift X se llama fuertemente irreducible si existe un subconjunto
finito K € G tal que, si S, T son dos subconjuntos finitos de G con SK N'T = &, entonces para
todo p € Lg(X) y para todo ¢ € Ly(X) existe una configuracion x € X tal que z|s =py z|r = ¢.

Un conjunto K que cumple lo anterior se denomina constante de irreducibilidad fuerte

para X.
Ejemplo 1.2.9. El full-shift X = A es fuertemente irreducible tomando K = 1¢.

Ejemplo 1.2.10. El golden mean shift definido en el Ejemplo 1.2.3 necesita 2 espacios de
separacion entre las configuraciones para poder unirlas sin generar patrones prohibidos. De este

modo, es un subshift fuertemente irreducible con K = {0, 1}.

Ejemplo 1.2.11. Para el golden mean shift X c {0,1}“ basta con tomar 2 espacios en todas

las direcciones posibles de pegado, asi X es un subshift fuertemente irreducible con K = B(1).

Observemos que un subshift X € A% es fuertemente irreducible con constante K € G si para
todo S,T € G con SK NT = & y para todo p € Lg(X) y q € Lp(X), la concatenacion p V ¢
pertenece a Lgur(X).

Afirmamos que si un subshift X es fuertemente irreducible con una constante K que no contiene
a lg, entonces necesariamente X es trivial. Sea K # {lg}, luego {1¢}K N {1g} = &. Sean
p €Ly vaq€Lp,y tal que p € L,y # g € Ly 3. De esta manera, para que la configuracion
r € X esté bien definida en la identidad, necesariamente | Ly, (X)| = 1. Esto implica que todas las
configuraciones en X deben ser iguales en cada coordenada, es decir, son configuraciones constantes.
De lo anterior deducimos que la constante de irreducibilidad fuerte de un subshift no trivial debe

contener la identidad. Esta observacion la vamos a usar implicitamente a lo largo del documento.

Nota 1.2.12. Si K es una constante de irreducibilidad fuerte, cualquier conjunto que la contenga
también lo es, en particular K UK ! lo cual es 1til cuando queremos tomar constantes simétricas,

i.e., constantes tales que K = K L.

Definicién 1.2.13. Sea G un grupo, K € G y (A;)ier una coleccion de subconjuntos finitos de G.

Decimos que (A;);er es K-disjunto si para todo i € I se tiene

A KN U Aj =J.
JEIN{i}

El siguiente lema es esencial y lo usaremos en varias ocasiones.



1.2. Tipos de subshifts 7

Lema 1.2.14. Sea G un grupo, X un G-subshift fuertemente irreducible con constante K, y sea
(A;)ier una coleccion K -disjunta de subconjuntos de G. Para cualquier coleccion de patrones (p;)icr

con p; € Lig,(X), eziste una configuracion x € X tal que x|, = p; para todo i € I.

Demostracion. Aplicando iterativamente la propiedad de fuertemente irreducible se demuestra que

para todo J C I finito se tiene

(] N X) # 2.
jeJ
Asi, la coleccion {[p;) N X : i € I} de subconjuntos cerrados de X tiene la propiedad de interseccion

finita y, dado que X es compacto, se concluye que

(pINX) # 2.

el

Cualquier elemento x en dicha interseccion cumple la propiedad deseada. O

El siguiente resultado establece que los subshifts fuertemente irreducibles no triviales son “casi
fieles” en el sentido de que el subgrupo que fija cada elemento es siempre finito y esta contenido en

la constante de irreducibilidad.

Proposicion 1.2.15. Sea X un subshift fuertemente irreducible no trivial con constante K. En-
tonces, Fix(X) C K.

Demostracion. Dado que |X| > 1, existen dos simbolos distintos a,b € A que aparecen en X. Sea
g € G~ K; entonces, {1} K N{g} = @. Por irreducibilidad fuerte, existe una configuracion x € X
con (1g) = ay x(g) = b, de modo que gz # x. Esto muestra que g ¢ Fix(X). O

Nota 1.2.16. Sea G un grupo cuyo unico subgrupo normal finito es {15} (por ejemplo, un grupo
sin torsion como Z?). El lema anterior muestra que la acciéon del shift es fiel en todo subshift

fuertemente irreducible no trivial.

Ejemplo 1.2.17. Existen subshifts fuertemente irreducibles no triviales en los que la accién del

shift no es fiel. Por ejemplo, si F' es un grupo finito y G = Z x F', consideramos
X ={x {0,119 : paratodote F, (0,t)z = x}.
Entonces, X es un subshift fuertemente irreducible de G con constante K = {0} x F'y se tiene

Fix(X) = K.

A continuacién se muestra que el lenguaje de un subshift fuertemente irreducible no trivial crece

exponencialmente respecto al tamano de su soporte. Para ello se emplea el siguiente lema elemental.

Lema 1.2.18. Sea G un grupo, y sean K, F € G conjuntos no vacios con K simétrico. FExiste
U CF tal que |U||K| > |F|, y tal que ({g})gev es K-disjunto.
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| F

Figura 1.4: Ejemplo de configuracion 2 € X. Tomamos = € {m,m, }? y copiamos la configuracion
verticalmente la cantidad de veces que indique F'.

Demostracion. Sea U C F un conjunto maximal con la propiedad de que para cada g € U se
cumple que gK N (U \ {g}) = . Afirmamos que F C UK, pues de lo contrario podriamos
tomar h € F N\ UK, lo que implica que U U {h} también cumple la propiedad (K es simétrico)
contradiciendo asi la maximalidad. Por lo tanto, se obtiene |U||K| > [UK| > |F|. O

Proposicion 1.2.19. Sea G un grupo, X un subshift fuertemente irreducible no vacio y sea K € G

una constante de irreducibilidad fuerte para X. Para todo F' € G, se tiene

|F|

Le(X)] 2 |Liagy (0|25

Demostracion. Sea K' = K U K~1. Por el Lema 1.2.18 existe U C F tal que |K'||U| > |F| y la
coleccion ({g})gev es K'-disjunta. Como X es fuertemente irreducible, el Lema 1.2.14 implica que
para toda funciéon o: U — Lg;,1(X) existe una configuracion z, € X tal que z,(g9) = o(g9)(1¢)

para cada g € U. Se concluye que

|F| |F]

Lr(X)] 2 Lo (X)] 2 [Lia gy (O = L1 gy (XOITFT 2 | L gy (X)]75.

O]

En particular, si X es un subshift fuertemente irreducible no trivial, para todo F' € G se tiene

|F|

|Lp(X)| > 220K,

1.3 Grupos de automorfismos y algunos resultados elementales

Dados dos subshifts G-invariantes X y Y, una aplicaciéon ¢: X — Y se llama morfismo si es
continua y G-equivariante (es decir, si ¢(gr) = go(x) para todo z € X y g € G). El conjunto de
todos los morfismos de X se denota por End(X). El teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon proporciona

una caracterizacion de estos morfismos mediante funciones locales; lo llamaremos el Teorema

CHL.

Teorema 1.3.1 (Teorema CHL). Una aplicacion ¢: A® — B es un morfismo si y solo si existe

un conjunto finito F € G y una funcion ®: A¥ — B tal que, para todo x € A® y g € G, se cumple

p(x)(g9) = (g7 2)|p).
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Demostracion. (<) Debemos probar que la funcion ¢ es continua y G- invariante. Sea FF € Gy ®
como en las hipoétesis, llamaremos a F' el conjunto memoria y a ® la aplicacion local. Asi, para todo
h,g € Gy x € A9 tenemos: ¢(gz)(h) = ®(h~'gz|r) = @((g~'h)"'2|r) = ¢(2)(97"'h) = gp(z)(h).

Luego ¢ es G- invariante.

Para demostrar que ¢ es continua. Sea » € A% tomamos una vecindad W de ¢(z) € BY,
debemos asegurar que existe una vecindad U de z, tal que o(U) C W. Sea H C G tal que
Un(p(x)) = {p(y) € BY: ¢(y)|lu = ¢(z)|u} € W. Consideremos el conjunto HF C G y sea
y € Unr(x), para h € H tenemos que p(y)(h) = ¢(h~'y|r) = (ylnr) = ¢(zlnr) = o(h " 2|F) =
o(x)(h), es decir, ¢(y) € Ug(p(x)) C W. De esta manera, tenemos que:

¢(Urn(z)) C Un(p(z)) CW.

(=) Hay que probar que para ¢ existe F € Gy ® : AF — B tal que p(x)(g) = ®(¢'z|r).
Sea ¢ : AY — B una aplicacién continua definida como ¢(z) = 1, o p(z). Podemos ver que es
continua, pues las proyecciones son continuas en la topologia pro discreta. Dado lo anterior, podemos
encontrar para € A%, un conjunto H, C G (depende de x), tal que para y € Ug, (z) tenemos que
¢(x) = oly) = mgop(r) = mgop(y) = ¢(@)(1e) = ¢(y)(1). Es claro que, AY C U, 4e Un, (2).
Dado que A% es compacto, existe un subrecubrimiento finito, es decir, existe V & A% tal que los
conjuntos Up, con & € V cubren A®. Definamos F = U.ev Un,, y supongamos que existen dos
configuraciones y, z € AY tal que y|p = z|p, sea 2’ € F tal que y € Ug,,(z'), como Hy(x') C F,
tenemos que z € Uy, (2') con lo cual podemos afirmar que ¢(2')(1¢) = ¢(y)(1g) = ¢(2)(1g). Con
lo anterior demostramos que existe una aplicacion ® : A — B tal que p(z)(1g) = ®(z|F), la cual
estéd bien definida pues verificamos que no dependia de la vecindad local del punto. Para finalizar,

dado que ¢ es G- invariante, tenemos que:

o(z)(9) = p(g”'z) (1) = ®(g~'z|p).

Con lo que queda demostrado el teorema. ]

Nota 1.3.2. La demostracion anterior es una modificacion de la prueba de |6, Theorem 1.2]. Ademas,
este resultado se puede extender para subshifts, teniendo siempre en cuenta que el dominio de la

aplicacién local se restringe a los lenguajes de los subshifts.

Un morfismo ¢: X — Y se denomina aplicacién de factor topoldgica si es sobreyectiva, y

conjugacioén topoldgica si es biyectiva.

Definiciéon 1.3.3. El grupo de automorfismos de un subshift X es el conjunto Aut(X) de todos

los automorfismos G-equivariantes ¢: X — X, con la composiciéon como operaciéon de grupo.

En otras palabras, Aut(X) es el grupo de todas las conjugaciones topologicas de X en X. Como
consecuencia del Teorema CHL (Teorema 1.3.1), para todo grupo contable G y subshift X, Aut(X)

es contable.
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Definicién 1.3.4. El shift derecho por un elemento g € G es la aplicacion 7: AG — AC definida
por
74(2)(h) = 2(hg) para todo = € A% y h € G.

Notemos que para cualquier g € G, la aplicacion del shift derecho 7, es G-equivariante (con

respecto a la accion izquierda). De hecho, para cada h € G se tiene

7o(ha)(t) = (hx)(tg) = w(h™"tg) = 7y(x)(h™1t) = h(74(2))(2).

1

Sin embargo, el shift izquierdo z — ¢~z no es G-equivariante a menos que g € Z(G), en cuyo caso

coincide con el shift derecho.

Proposicion 1.3.5. Para todo grupo G, se tiene que G se incrusta en Aut(AG).

Demostracion. Sea g € G. El shift derecho 7, es un automorfismo de A% que es G-equivariante,
por lo que 7, € Aut(A%). Claramente, 7,0 7, = 74, ¥ 7g = 75, si y solo si g = h, de modo que la

aplicacion g — 7, es un monomorfismo de G en Aut(A%). O

Cabe notar que, para un subshift X C A%, en general no es cierto que el shift derecho sea
automorfismo de X, debido a que X no es necesariamente invariante bajo este shift. De hecho,
como veremos en el siguiente ejemplo, es posible construir SFTs minimales infinitos en el grupo

libre de dos generadores con grupo de automorfismos trivial.

Ejemplo 1.3.6. Sea F el grupo libre sobre los generadores a, by sea A = {a,a™!,b,b~1}. Considere
el subshift

X = {z € A™ : para todo g € Fy, si z(g) =t, entonces para s € A~ {t}, z(gs) = s '}.

Afirmamos que X es un F5-SFT no contable y minimal. Para calcular el cardinal de X, sea z € X,
tal que z(1p,) = t. A partir de esta eleccion, quedan determinados tres arboles vecinos en las
direcciones s € A ~ {t}. En el arbol libre se encuentran todas las palabras reducidas de Fy que
inician con t¢. La eleccién de un simbolo para z(t) vuelve a fijar nuevamente otros tres arboles.
De esta manera, por cada elemento del arbol libre tenemos tres opciones de configuraciones que
seran admitidas por X, esto se resume en una cantidad no contable de configuraciones. Para la
minimalidad, damos algunas ideas para ver que cualquier x € X tiene Orbita densa. Para ello,
considere y € X tal que y(1p,) = t. Nuevamente, tenemos tres arboles predeterminados (ver
Figura 1.5) y cualquier patron admitido por L(X) esta contenido en cada uno de esos arboles, por
lo tanto, cada patréon alrededor de z(1g,) con z € X se puede ver en dichos arboles. Si queremos ser
un poco mas precisos, podemos definir la métrica sobre A como d(z,y) = 2~ ™@{n=0: 2lp,=ylp, }
para x # y, ver [6, Remark 1.9.2|, usando E,, como la bola de radio n centrada en la identidad,
viendo F» como un grafo de Cayley con generadores {a,a™!,b,b='}. Con esta métrica se puede
construir directamente la sucesion de patrones desde z(1p,) hasta el patron admitido por L(X)

contenido en un arbol sombreado. Asi, X es minimal.
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S

Figura 1.5: Tres arboles estan fijos por el simbolo en el origen.

Argumentaremos que Aut(X) es trivial. Sea x € X tal que z(1p,) = t, entonces para cada
s € AN {t} tenemos un arbol que fija los valores de x y éstos deben “apuntar hacia 1p,”. El
Teorema CHL (Teorema 1.3.1) implica que cualquier automorfismo ¢ € Aut(X) actia localmente
como la identidad sobre patrones suficientemente grandes contenidos en estos arboles. Sea F' € Fj
como en el Teorema CHL (Teorema 1.3.1). Sea p € Lp un patrén con soporte F' y definimos el
conjunto Spy(z) = {g € F» : g~ '2 € [p|}. Como X es compacto y minimal, se sigue que para el
cilindro [p] C X, existe un conjunto finito F,, € F; tal que para g € I existe f € F, con fg~ 'z € [p].
Esto es equivalente a decir que gf~! € Sip)» es decir, g € S, Fp. Por lo tanto, Iy = Sy Fp. Esto
implica que para todo g € F», existe una traslacion f por elementos de F), tal que g pertenece a
una ocurrencia de p en z. En particular, p aparece en alguno de los arboles fijos. Dado que ¢ actua
como la identidad en los arboles fijos, la minimalidad de X fuerza a que ¢ sea la identidad en todo

Fy.

El inconveniente anterior no surge si se considera el shift derecho por elementos de Z(G), ya
que en ese caso, el shift coincide con el shift izquierdo y la G-invarianza de X garantiza que 74 es

un homeomorfismo. Al tomar el cociente por Fix(X), se obtiene el siguiente resultado general.

Proposicién 1.3.7. Sea X C AY un subshift. Entonces, (1, : gFix(X) € Z(G/Fix(X))) es un
subgrupo de Z(Aut(X)), y es isomorfo a Z (G/Fix(X))‘

Demostracion. Verificamos que 7, € Z(Aut(X)) para cada g € G tal que g Fix(X) € Z(G/Fix(X)),

y por tanto
(14 : g Fix(X) € Z(G/Fix(X))) < Z(Aut(X)).

Sea g € G como se indica. Dado que X es invariante bajo G, también lo es bajo G/ Fix(X)
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mediante la accion natural. Como ¢gFix(X) € Z(G/Fix(X)), tenemos que para todo h € G,
hgFix(X) = ghFix(X) lo que implica que (gh)~'hg € Fix(X), es decir, existe un v € Fix(X)
tal que hg = ghy = 7gh. Teniendo lo anterior en cuenta, sea 74(z)(h) = z(hg) = z(ygh) =
y~tz(gh) = z(gh) = g~'x(h) para todo z € X, lo que implica que 7, € Aut(X). Ademas, para
cualquier ¢ € Aut(X),

p(rg(@)) = plg™'2) = g~ pla) = 74(p(2)).

Por ello, 7, € Z(Aut(X)).

La aplicacién

-1 —1

es un homomorﬁsmo inyectivo, pues si 74(z) = 7y(z) <= r =g v = ¢g

[+ Z2(G/Fix(X)) = (g : g Fix(X) € Z(G/ Fix(X))), f(gFix(X)) = 7,
( 1

g T = x, esto
implica que ¢'g ! € Fix(X) <= ¢/ Fix(X) = g Fix(X) y su imagen es precisamente (7, : g Fix(X) €
Z(G/Fix(X))). O

El siguiente teorema es la generalizacion de |5, Theorem 3.1| a grupos arbitrarios.

Teorema 1.3.8. Sea G un grupo y X C AY un subshift. Si el conjunto de puntos con drbita finita
bajo G ~ X es denso en X, entonces Aut(X) es residualmente finito. En particular, Aut(A%) es

residualmente finito si y solo si G es residualmente finito.

Demostracion. Sea H < Gy sea Staby(X) = {x € X : he = x para todo h € H}. Observamos que
cuando H tiene indice finito, este conjunto es finito. Ademas, para cada ¢ € Aut(X), el conjunto
Stabp (X) es invariante bajo ¢, por lo que el mapa restringido ¢|stap,, (x): Stabp(X) — Stabpy (X)

induce una permutacion en Sym(Stabg(X)).

Sea Kp el nicleo de la aplicacion restringida 1p: Aut(X) — Sym(Staby (X)) dado por
Y () = ¢lstaby (x)- Notemos que Ky es un subgrupo normal de indice finito en Aut(X) siempre

que H sea un subgrupo de indice finito de G.

Supongamos que el conjunto de puntos con érbita finita es denso en X, afirmamos que

(N Ku={lawx}
H<G
[G:H]<o0
Sea ¢ € ({Ky: H<G,[G: H] < oo}, ysea ®: A — A una regla local que define a ¢ como
en el teorema de CHL. Sin pérdida de generalidad, asumimos que 1 € F. Sea p € Lr(X). Dado
que [p] es abierto y las configuraciones con orbita finita son densas en X, existe x € X con orbita
finita y = € [p]. Segtn la definicion de ¢, p(z)(1g) = ®(z|r) = ®(p). Como p(z) = z, se sigue
que ®(p) = z(1¢) = p(1lg). Esto prueba que la regla local ® satisface ®(p) = p(1g) para cada
p € Lp(X), y por lo tanto ¢ es la aplicacion identidad en X. Concluimos que ¢ = 1a(x), ¥ asi

Aut(X) es un grupo residualmente finito.
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En el caso en que X = A%, es bien sabido que el conjunto de puntos con 6rbitas finitas es denso
cuando G es residualmente finito (ver [6, Teorema 2.7.1]), y por lo tanto Aut(A%) es residualmente
finito. La implicacién inversa se sigue de la Proposiciéon 1.3.5 y del hecho de que cada subgrupo de

un grupo residualmente finito también es residualmente finito. O

Finalizamos esta seccion recopilando algunos hechos bésicos sobre las restricciones de subshifts

fuertemente irreducibles.

Proposicion 1.3.9. Sea G un grupo y sea X C A® un G-subshift fuertemente irreducible no trivial
con constante K. Sea H < G con K C H, y considere el H-subshift X |y = {z|y € A" :x € X}.

FEntonces:

(1) K es una constante de irreducibilidad fuerte para X |g.
(2) Fix(X|g) = Fix(X).

(3) X puede definirse mediante un conjunto de patrones prohibidos cuyo soporte estd contenido en
H.

(4) Para todo x € X yy € X|g, x|gu Vy pertenece a X.
(5) X tiene la propiedad TMP fuerte si y solo si X|g tiene la propiedad TMP fuerte.

(6) Aut(X|p) se incrusta en Aut(X).

Demostracion. (1) se sigue directamente de la definicion. Con respecto a (2), es claro que Fix(X) C
Fix(X|p). Sea h ¢ Fix(X), entonces existe x € X tal que hz # z, es decir, existe g € G tal
que hx(g) # z(g). Por lo tanto, si tomamos y = g~ 'z, se cumple que (hy)(1lg) # y(1g) v asi

(hy)|m # y|g. Por lo tanto, h ¢ Fix(X|g).
Para probar (3), tomemos F = L(A) N\ L(X|y) y sea Xz C A% el G—subshift definido

prohibiendo F. Probaremos que X = X#. La inclusion X C Xr es clara. Para la otra inclusion,
basta demostrar que L(Xr) C L(X). Sea p € L(X ) un patron con soporte F' € G. Particionamos
F = g1Fy U---Ug,F, de tal manera que para distintos 7,7 € {1,...,n}, se tenga F; € H y
gHNgH=0.

Para cada Fj, escribimos p; = p|g, ;. Es claro por la definicion de X que cada p; debe pertenecer
a L(X). Dado que K es una constante de irreducibilidad fuerte para X y (F;)/"; es K-disjunto, se
deduce que p =p; V---V p, € L(X).

Para la demostracion de (4), utilizamos el mismo conjunto F de (3). Siz € X y y € X|gu,

entonces z|g- g V y no contiene ningtin patréon prohibido de F, y asi pertenece a X = Xr.

A continuacion probamos (5). Supongamos primero que X |g tiene la propiedad TMP fuerte
con constante de memoria M € H. Afirmamos que M también es una constante de memoria para

X. Sea F' € G y tomemos z,y € X tales que z|pyr = y|pam~r. Como en la demostracion
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de (3), particionamos F' = ¢1Fy U --- U g, F,, en cosets izquierdos disjuntos de H y para i €
{1,...,n} tomamos z; = (gz_lx)|H VY = (gz_ly)\H Se sigue que z;|p v r = Vil mr Y oasi

zi = xi|F, VYilur, € X|H.

Tomemos wy =y y para i € {1,...,n} definimos w; = ¢;((g; 'wi)|g~m V ;). Un célculo simple
muestra que w, = z|r V y|g- . Iterando el resultado de la parte (4), tenemos que cada w; € X y,

por lo tanto, X tiene la propiedad TMP fuerte con constante M.

Finalmente mostramos (6): definimos un homomorfismo inyectivo f: Aut(X|g) — Aut(X) de
la siguiente manera. Sea ¢ € Aut(X|g), y sea ®: A" — A, con F € H un conjunto de memoria y
una regla local que define ¢, la cual existe por el Teorema CHL (Teorema 1.3.1). Denotamos por f(¢)
el morfismo f(¢): X — X definido por la misma regla local, es decir, (f()(z))(9) = ®((¢g'2)|r)
parax € Xy g€ G.

La asociacion ¢ — f(¢) es independiente de la regla local elegida. Ademés, el item (3) muestra
que esta aplicacion esta bien definida, en el sentido de que f(¢)(x) pertenece a X para todo z € X.
Un célculo directo muestra que f(¢ o) = f(¢) o f(v) para todo ¢,9 € Aut(X|g). Como f(p)
es invertible y su inversa f(p~!) es continua, se sigue que f(y) pertenece a Aut(X|y) para todo
¢ € Aut(X). Finalmente, si f(¢) actia trivialmente en X, entonces ¢ debe actuar trivialmente en

X|m, por lo que f es inyectiva. O
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Capitulo 2

Marcadores

2.1 Marcadores en grupos infinitos

Es conveniente para nosotros considerar traslaciones de patrones. Dado un patrén p € AF y un
elemento g € G, denotamos por gp el patron con soporte gF' definido por gp(gh) = p(h) para cada
h € F (o equivalentemente, gp(t) = p(g~'t) para cada t € gF). Decimos que p es g—superpuesto
si p(h) = gp(h) para cada h € F N gF. De manera informal, esto corresponde a la intuicion de que
los patrones p y gp pueden “solaparse”. Si la condicién anterior no se cumple, decimos que p es no

g—superpuesto.

Ademas, utilizamos la siguiente notacion: para un grupo G dotado de una métrica de la palabra,

escribimos diam(G) = supge( |g]. También, para 0 < r < R, escribiremos
B(r,R)={9€G:r<|g| <R}=B(R)\ B(r)
para el anillo de radio interior r 4+ 1 y radio exterior R.

Definiciéon 2.1.1. Sea G un grupo y sea X un subshift de G. Dados Y C W &€ G, un (Y, W)-
marcador para X es un patrén p € Ly y (X) que es no g—superpuesto para todo g € WY =1
Fix(X). Decimos que X es marcable cuando para todo Y € G existe W € G y un (Y, W)-marcador
para X.

R R
R IO|O|O|O |-
R IO|O|O|O |-
BlR R

1)1

Figura 2.1: Un ({2,3}2,{0,...,5}2)-marcador en {0,1}%".

Trabajos previos han establecido condiciones suficientes para que los SFT en Z¢ sean marca-
bles. Por ejemplo, Ward [35] demostré que ser infinito y fuertemente irreducible es una condicion
suficiente, y Hochman [18] demostré que tener entropia topologica positiva también es una con-

dicion suficiente. El resultado principal de esta seccién es que, sin la hipotesis de ser un SFT, la
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irreducibilidad fuerte es una condicién suficiente para ser marcable, y esto es valido en cualquier

grupo infinito.

Teorema 2.1.2. (Teorema A) Cada subshift fuertemente irreducible en un grupo infinito es marca-
ble. Mds ain, si el grupo es finitamente generado y dotado con una métrica de la palabra, entonces

el subshift admite (B(r), B(37r))-marcadores para todo r suficientemente grande.

Nota 2.1.3. Nuestra definicion de marcador es ligeramente diferente a la usada en [3,18,35]. Las
definiciones coinciden (en Z%) para un subshift X donde la accion es fiel (esto es, Fix(X) = {1g}).
Por otra parte, nuestra definicion es mas flexible en el sentido de que una gran clase de subshifts

tiene marcadores. Por ejemplo, el subshift
X ={z€{0,1}” :Va,b € Z x(a,b) = x(a,b+ 1)},

es marcable de acuerdo a nuestra definicién, pues sacamos desde la definicién las traslaciones por
elementos de Fix(X), mientras que ningun patrén en este lenguaje es un marcador de acuerdo a la
definicion en [18, 35].

Nota 2.1.4. Un subshift trivial es fuertemente irreducible y marcable, pues Fix(X) = G y la
propiedad se cumple vacifamente. Con excepcion de este caso, un subshift fuertemente irreducible
X siempre cumplira que | Fix(X)| < oo (Lema 1.2.15) y sera importante para nuestras aplicaciones

que el Teorema A cubra estos casos.

A continuacion se presentan algunas propiedades ttiles de los marcadores. La siguiente propie-

dad de monotonia de los marcadores se sigue directamente de la definicion.

Observacion 2.1.5. Sea p es un (Y, W)-marcador para un subshift X, si Y’ CY y q € Ly (X)

son tales que q|y\y = p, entonces ¢ es un (Y, W)-marcador para X.

Proposicion 2.1.6. Las siguientes propiedades son equivalentes para un subshift X en un grupo
contable infinito G.

1. Para cada Y € G existe una sucesion de (Y, Wy )-marcadores para X tal que |J,,cxy Wn = G.
2. X es marcable.

3. Existe Yy € G tal que para cada Y € G con Yy C Y, eziste un (Y, W)-marcador en X.

4. Existe una sucesion de (Y, Wp,)-marcadores para X tal que Y, C Y,41 para todo n, y

Unen Yn =G.

Demostracion. Las implicaciones 1 = 2 = 3 = 4 son directas, y 4 = 1 se sigue de la Observacién
2.1.5. O

La cuarta condicién muestra que, en el caso de un grupo finitamente generado con una métrica
de la palabra, si un subshift X admite una constante A > 1 tal que X admite (B(r), B(Ar))-

marcadores para todo r suficientemente grande, entonces X es marcable. No esperamos que la
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constante A\ = 37 en el Teorema A sea oOptima, pero reducir esta constante no tiene efecto en

nuestras aplicaciones.

2.1.1 Esquema de la prueba del Teorema A

El nicleo de la prueba del Teorema A esta contenido en el siguiente resultado técnico, que se

aplica tanto a grupos finitos como a grupos finitamente generados infinitos:

Proposicion 2.1.7. Sea G un grupo finitamente generado dotado con una métrica de la palabra,
y sea X un G-subshift fuertemente irreducible no trivial con una constante K € G que asumimos
simétrica. Sea k > 1 tal que K C B(k) y sea r un nimero entero positivo que verifique las siguientes

condiciones:

1. |B(38r)| < [Lpe—k) (X)].
2. diam(G) > 38r.

3. r > 16k|K3| + 2k.
Entonces, X admite un (B(r), B(37r))-marcador.

Resaltamos que las condiciones que involucran bolas en este resultado estén relacionadas con la
métrica de la palabra inducida. Probaremos mas adelante que si G es infinito, entonces para todo
r suficientemente grande se cumplen las condiciones de la Proposicién 2.1.7. Esto demostrara el
Teorema A para grupos finitamente generados. En el caso de grupos localmente finitos, demostra-
remos el Teorema A aplicando la Proposicion 2.1.7 a una sucesion bien elegida de subgrupos finitos.
La prueba del Teorema A para un grupo infinito general se reducira a estos dos casos usando la

Proposicion 1.3.9 en un subconjunto adecuado.

La estrategia para probar la Proposicion 2.1.7 seré la siguiente. Fijamos G, X, K, k y r como
en el enunciado. Construiremos por separado tres patrones, que denominaremos de rango largo,

rango medio y rango corto.
1. Rango largo: un patron p; € L(X) con soporte B(6r,37r) que es no g-superpuesto para
todo g € B(2r,38r).

2. Rango medio: un patron p,, € L(X) con soporte B(r,5r) que es no g-superpuesto para
g € B(2r)\ K3.

3. Rango corto: un patréon p. € L(X) con soporte B(8k|K?3|) que es no g-superpuesto para

todo g € K3\ Fix(X).

La irreducibilidad fuerte de X implica la existencia de un patréon p € Lp( 37, (X) que tenga a p,

Pm ¥ una traslacion de p. como sub-patrones, pues los soportes de los patrones estan separados por
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al menos /2 > k'y K C B(k) . Las propiedades de p;, pm y pe aseguran que p es un (B(r), B(37r))-

marcador.

Nuestra construccion de patrones de rango largo esta inspirada en los argumentos de [18, Secciéon
3.2]. Sin embargo, estas ideas no se pueden aplicar directamente si G tiene elementos de torsion, y
este problema se resuelve combinando patrones de rango medio y rango largo. A pesar de que esto

es bastante sutil en los argumentos, esta es la principal dificultad abordada en nuestra prueba.

Prueba de la Proposicién 2.1.7

Sea G un grupo, sea F' € G, y sea p € AY un patron. Recordemos que gp es el patron con
soporte gF definido por gp(h) = p(g~'h), que p es g-superpuesto cuando p(h) = gp(h) para cada
h € FNgF, y es no g-superpuesto si se incumple la condicién anterior. Los siguientes hechos se

derivan directamente de las definiciones:

Observacion 2.1.8. Sean p C ¢ patrones. Si ¢ es g-superpuesto, entonces p es g-superpuesto. Asi

mismo, si p es no g-superpuesto, lo mismo es cierto para q.

Observacion 2.1.9. El patrén p € AF es g-superpuesto si y solo si p(h) = p(gh) para todo h €
F g 'F. Esto se sigue del hecho de que p es g-superpuesto si y solo si gp es (g~!)-superpuesto,
si gp es (g~1)-superpuesto, gp(h) = g 'gp(h) = p(h) para cada h € gF Ng~'gF = FNgF.

Para la construccién de los patrones de rango largo necesitaremos el siguiente resultado elemen-
tal.

Lema 2.1.10. Sear > 4 y G un grupo finitamente generado dotado de una métrica de la palabra tal
que diam(G) > 38r. Para todo g € B(38r), existe h € G tal que hB(r) C B(6r,37r) N gB(6r,37r).

Demostracion. Supongamos primero que 14r + 2 < |g| < 38r. Como diam(G) > 38r, existe una
sucesion de elementos del grupo 1¢ = go,91,---,9n = g con n = |g|, y d(gi,gi+1) = 1 para todo
i =0,...,n — 1. Si n es par, tomamos h = g, /5, y en caso contrario, h = g(,11)/2- En ambos
casos, tenemos que d(1g,h) > Tr+1y d(g,h) > 7r+ 1. De las desigualdades triangulares, se sigue
facilmente que hB(r) C B(6r,37r) N gB(6r,37r).

Supongamos ahora que |g| < 14r+1, y tomemos h como un elemento del grupo con |h| = 21r+2.
Es claro que con esta eleccion se tiene hB(r) N B(6r) = &, hB(r)NgB(6r) = &,y hB(r) C B(37r).
También tenemos que d(h, g) < |g|+ |h| < 35r+4, lo que implica que todos los elementos en hB(r)
estan a una distancia maxima de 36r 4+ 4 de g. Como r > 4, se sigue que hB(r) C gB(37r). Por lo
tanto, hB(r) tiene la propiedad deseada hB(r) C B(6r,37r) N gB(6r,37r). O

Ahora procedemos a construir los patrones de rango largo, rango medio y rango corto mencio-
nados anteriormente.

Lema 2.1.11 (Rango largo). Sea G, X, K, k y r como en la Proposicion 2.1.7. Entonces existe
un patron p € L7y (X) que es no g-superpuesto para todo g € B(2r, 38r).
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Demostracion. Paracada g € B(2r,38r), denotamos por M;(g) el conjunto de patrones en L (g, 37, (X)
que son g-superpuesto.

Probamos una cota superior para la cardinalidad de M,(g), para un g € B(2r, 38r) fijo. Esto
se hace examinando la interseccion B(6r,37r) N gB(6r,37r). Por Lema 2.1.10, existe un elemento
h € G tal que hB(r) C B(6r,37r) N gB(6r,37r).

Observemos que para cada f € hB(r), el elemento g~'f esta en B(6r,37r), pero no esti en
hB(r). Es mas, g~ f € B(6r,37r) se sigue del hecho de que hB(r) C gB(6r,37r),y g~ 'f & hB(r)
se cumple porque |g| > 2r.

Uniendo la observaciéon del parrafo anterior con la Observaciéon 2.1.9, podemos concluir lo si-
guiente. Si un patron p con soporte B(6r,37r) es g—superpuesto entonces los valores de p en hB(r)
estan determinados por los valores de p fuera de hB(r), es decir, en B(6r,37r) \ hB(r). Asi, cada
patron en M, (g) esta determinado por sus valores en B(6r,37r) \ hB(r). Luego, hemos probado la

cota
|M;(9)] < | Lpsrsrr\npe) (X))

Ahora usamos el hecho de que K es una constante de irreducibilidad fuerte para X,y K C B(k).
Dado que hB(r — k)K N (B(6r,37r) \ hB(r)) = &, tenemos

| Lar,3mr\nB) (X)| - | Lapr—r) (X)| < [ Lpersr) (X)]-
Combinando las dos tltimas desigualdades y usando que | Ly g(—)(X)| = | Lpr—x)(X)], obtenemos

Mo (g)] < | Lp(6r,3mr) (X))
T | Lpg_gy (X))

Ahora definimos M, como el conjunto de todos los patrones en L g(s,,37,) (X)) que son g—superpuestos

(2.1)

para algin g € B(2r, 38r). Es decir, M, es la union de los M,(g), con g variando en B(2r,38r). La

Ecuacion (2.1) muestra que

L X
| M| < Z | M, (g)] < Z 1 _ | L6r,37r) (X)]
’ LB(GT,37T‘) (X)‘ geB(2r,387) | LB(GT‘,37T‘) (X)‘ g€ B(2r,38r) | LB(GT,37T) (X) ’ ‘ LB(rfk) (X) |
| B(38r)]
~ | Lpe-w(X)]
Pero una hipétesis en la Proposicion 2.1.7 es que |B(387)| < [Lp(—k)(X)|. Asi que hemos probado
que
% < 1.
‘ LB(GT,S?T) (X)|

Esto implica que la proporcion de elementos en Lpgy37,)(X) que no cumplen con la condicion
deseada (ser no g—superpuesto para todo g € B(2r,387)) es estrictamente menor que 1. Esto prueba

nuestra afirmacion. O

Lema 2.1.12 (Rango medio). Sea G, X, K, k y r como en la Proposicion 2.1.7. Entonces existe
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un patron p € Lp(.5,)(X) que es no g—superpuesto para todo g € B(2r) \ K3.

Demostracion. Observe que la no trivialidad de X y la desigualdad r > 16k|K?®| 4 2k implica que
K C K3 C B(r). Comenzamos construyendo dos patrones p; y p2 en L(X) con soporte en B(2r),y
con la propiedad de que, para cada g € B(2r)\ K3, al menos uno de ellos py, p2 es no g-superpuesto.

Para construir p; y ps, fijamos un patrén g € L(X) con soporte en K2,y sea H = {h1,...,hn}
un subconjunto de B(2r) \ K? con la propiedad de que {h;K :i = 1,...,n} es una coleccién de
subconjuntos disjuntos de G, y H es maximal para inclusiéon. Dado que K3 C B(r) y diam(G) > 2r,
tenemos que B(2r) \ K? # @, y por lo tanto H no es vacio. Como X es fuertemente irreducible
y |X] > 1, existen al menos dos simbolos diferentes aj,as en Ly;1(X). El hecho de que K sea
una constante de irreducibilidad fuerte para X muestra que para cada ¢ € {1,2} existe un patron

pi € L(X) con soporte en B(2r), con p;|x2 = ¢, y con p;(h) = a; para todo h € H.

Observemos que para cada g € B(2r)\ K3, existe ¢’ € K2 tal que g¢' € H. Dado que H se eligi6
de manera maximal para inclusion, para cada g € B(2r)\ K? debe existir h € H con gK NhK # @.
Dado que K = K~! por hipétesis, esto implica que h = g¢’ para algin ¢ € K?2.

Ahora verificamos que los patrones p; y p2 cumplen con la condicién deseada. Sea g € B(2r)\ K>
y sea g’ como en el parrafo anterior. Como a; # a9, al menos uno de ellos debe ser diferente de ¢(g’).
Sea i € {1,2} tal que a; # ¢(¢'). Entonces p;(gg’) = a;, mientras que gp;(99’) = pi(¢") = q(g’) # a;.
Esto implica que p; y gp; tienen valores diferentes en gg’ y, por lo tanto, p; es no g-superpuesto. Es

decir, p1 y po tienen la propiedad deseada.

Ahora combinamos p; y p2 en un solo patréon. Observe que, dado que diam(G) > 67, existen

dos elementos del grupo g1 y g2 tales que |g1| = |g2| = 3r y d(g1, g2) = 67

Las hipotesis en la Proposicion 2.1.7 aseguran que » > k+ 1y K C B(k). Se sigue que
g1B(2r)K Ng2B(2r) = @. Por lo tanto, por irreducibilidad fuerte, existe un patréon p € Lp(, 5,)(X)
con gip1 C py gope T p. La Observacion 2.1.8 implica que p es no g-superpuesto para todo
g€ B(2r)\ K3. O

Lema 2.1.13 (Rango corto). Sean G, X, K, k y r como en la Proposicion 2.1.7. Entonces existe
un patron p € L(X) con soporte en B(8k|K3|) y que es no g-superpuesto para todo g € K3\ Fix(X).

Demostracion. Comenzamos con una observacion general. Sea F' € G con 1g € F. Observe que
para cada g € F\Fix(X), existe un patron p € A" que es no g-superpuesto. De hecho, si g ¢ Fix(X),
entonces existe € X con x # gx. Al desplazar x, podemos suponer que z(g) # z(1¢g). Afirmamos
que p = x|p es no g-superpuesto. Basta con notar que p y gp tienen valores diferentes en g € FNgF,
ya que p(g) = xz(g) y gp(9) = z(1q).

Aplicaremos la observacion del parrafo anterior al conjunto K3, que contiene 1¢ dado que X
es no trivial. Sea {go,...,gn-1} = K?\ Fix(X). Segtn la observacién anterior, para cada i €

{0,...,n — 1} existe un patrén p; € L(X) con soporte en K3 tal que p; es no g;-superpuesto.
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También podemos elegir un elemento del grupo h; con |h;| = 8ki. Observe que de esta manera
h;K3 C B(8kn) C B(8k|K? \ Fix(X)|) C B(8k|K|?) para cada i € {0,...,n — 1}.

Finalmente, dado que k > 1y K7 C B(7k), se sigue que para cada par de indices distintos i, j en
{0,...,n— 1} tenemos que h; K3K N thS = @. Supongamos que existe b € h; K3K N th3, luego,
existe ki,ks € K3y ky € K tal que b = hik%kﬁg = hjkg’. Dado que K es simétrica, tenemos que
hj_lhz- € K7 C B(7k). Sin pérdida de generalidad, asumimos j > i, de esta manera, ]hj_lhi] > (5 —
)8k, pues |hj| = 8kj, |h;| = 8ki. Lo cual contradice que h;lhi € B(7k). Y, por lo tanto, la familia
(hK 3)?:_11 es K-disjunta. Dado que K es una constante de irreducibilidad fuerte para X, se sigue que
existe un patrén p € L(X) con soporte en B(8k|K?|) tal que p|y, s = hip; para i € {0,...,n— 1},
La Observacion 2.1.8 muestra que p es no g-superpuesto para todo g € K3\ Fix(X). ]

Ahora estamos listos para demostrar la Proposicion 2.1.7
Demostracion de la Proposicion 2.1.7. Sea G, X, K, k y r como en la Proposicién 2.1.7.

1. Por el Lema 2.1.11 existe un patron p; € L(X) con soporte en B(6r,37r) que es no g-
superpuesto para todo g € B(2r, 38r).

2. Por el Lema 2.1.12 existe un patréon p,, € L(X) con soporte en B(r,5r) que es no g-
superpuesto para g € B(2r) ~ K3.

3. Por el Lema 2.1.13 existe un patréon p. € L(X) con soporte en B(8k|K?3|) que es no g-
superpuesto para todo g € K3 \ Fix(X).

La tltima hipotesis sobre r de la Proposicion 2.1.7 establece que r > 16k|K3|+2k. En particular,
como diam(G) > 367, existe h € G con |h| = 5r + k + 8k|K3| < 6r. Ademés, se sigue de r — 2k >
2. 8k|K3| que el soporte de hp. esta contenido en B(5r + k, 6r — k). Dado que K es una constante
de irreducibilidad fuerte para X y K C B(k), se sigue que existe un patréon en L(X) con soporte en
B(r,37r) y que tiene a py,, hp. y p; como sub-patrones. Como Fix(X) C B(k) (Proposicion 1.2.15),
el patréon p es no g-superpuesto para todo g € B(38r) \ Fix(X). Es decir, p es un (B(r), B(37r))-

marcador. O

2.1.2 Marcabilidad de subshifts fuertemente irreducibles

Dado que hemos demostrado la Proposiciéon 2.1.7, ahora estamos listos para demostrar el Teo-

rema A. Comenzamos demostrando la afirmacién sobre los grupos finitamente generados infinitos.

Proposicion 2.1.14. Sea G un grupo finitamente generado infinito con una métrica de la palabra, y
sea X un subshift no vacio, fuertemente irreducible. Entonces X admite (B(r), B(37r))-marcadores

para todo r suficientemente grande.
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Demostracion. Si X es trivial, entonces Fix(X) = G y la afirmacion se satisface trivialmente.
Supongamos que X es no trivial. Sea K y k como en la Proposiciéon 2.1.7. Basta demostrar que
todo r suficientemente grande satisface las condiciones (1), (2) y (3) en la Proposicion 2.1.7. Dado
que G es infinito, las condiciones (2) y (3) se satisfacen. Para demostrar que se cumple la primera
condicion, sea r suficientemente grande, probamos que:
1B

T . 2.2
M T () (22)

Por un lado, tenemos que para todo r > k,

1B(38r)] < [B(r)I* < [B(k)|* - |B(r - k)[*®.

Por otro lado, la no trivialidad de X y la Proposicién 1.2.19 implican que

[B(r—k)|

| Lpr—k)(X)[ =2 21K

Asi que tenemos

| B(387)] 38 38 o— B2kl
_BEE) ) B — k)P 2 AR
| Lpgr—i) (X))

Dado que G es infinito, para r — oo |B(r — k)| no esté acotada y, por lo tanto, el lado derecho

tiende a 0. Concluimos que la Ecuaciéon (2.2) se cumple para r suficientemente grande. ]

A continuacion, demostramos el Teorema A para grupos localmente finitos. Necesitaremos la

siguiente observacién basica.

Observacion 2.1.15. Sea G un grupo, sea X un G-subshift fuertemente irreducible, y sea H < G un
subgrupo que contiene una constante de irreducibilidad fuerte para X. Sea Y C W &€ H. Entonces
un patron es un (Y, W)-marcador para X si y solo si es un (Y, W)-marcador para el subshift
X|g =A{z|lg :x € X}.

La Observacion 2.1.15 se sigue de la definicion de marcador y del hecho Fix(X) = Fix(X|g)

(ver Proposicion 1.3.9).

Proposicion 2.1.16. Sea G un grupo localmente finito e infinito, y sea X C AS un subshift no

vacio, fuertemente irreducible. Entonces X es marcable.

Demostracion. Si X es trivial, también lo es la conclusion. Sea X un subshift no trivial y fuertemente
irreducible, y sea K una constante de irreducibilidad fuerte para X tal que K es simétrica (y
1¢ € K). La Observacion 2.1.15 muestra que para demostrar que X es marcable, basta con probar
que para cada Y € G se cumple lo siguiente. Existe un grupo finito H < GG que contiene tanto a Y
como a K, existe un conjunto W C H tal que Y C W, y existe un (Y, W)-marcador para el subshift
X|g. Demostraremos que esto es cierto definiendo una sucesion (Hj)nen de subgrupos finitos de

G, y aplicando la Proposicién 2.1.7 a H,, para algin n suficientemente grande.



2.1. Marcadores en grupos infinitos 23

Antes de comenzar con la construccién, hagamos una observaciéon de notacion. Cada vez que
elijamos un grupo finito H < G, también dotamos a H con un conjunto generador finito y simétrico,
el cual determina una métrica. Siempre denotamos por B (r) la bola en H de radio r en la métrica

correspondiente.

Ahora procedemos con el argumento. Fijemos un conjunto no vacio Y € G. Definimos una suce-
sion (Sy,)n>0 de subconjuntos finitos de G de manera recursiva. Definimos Sp = Y U K. Asumiendo
que S, ha sido definido, definimos Sy, +1 = S, U{gn+1} donde g1 es cualquier elemento de G que
no esté en el subgrupo de G generado por S,,. Para cada n, sea G, el subgrupo de G generado por

S,, y dotamos a G, con la métrica determinada por el conjunto generador simétrico S, U S, L.

Notemos que cada G, es finito porque G es localmente finito. Para aplicar la Proposiciéon 2.1.7
necesitaremos algunos calculos. El primer ingrediente para el argumento es que el conjunto gene-
rador elegido crece linealmente con n, mientras que la cardinalidad de G,, crece exponencialmente

con n. Mas precisamente:

Afirmacién 2.1.17. Sea n > 1 y r < n. Entonces tenemos |B(r)| > 2"|Y U K|.

De hecho, note que para cada n > 0y r > 0, dado que g,1 ¢ G, tenemos que B (r) N
gn+1BY (r) = @. A continuacién, observamos que |BE+1(r + 1)| > 2|B%(r)|. Esto se sigue del
hecho de que B&+1(r+1) contiene tanto B (r) como g,,+1B%"(r), y estos conjuntos son disjuntos
por la observacion anterior. Ahora, para n > 1y r < n, al iterar la relacion anterior r — 1 veces
obtenemos

|BE(r)| = 27 [ BO i (1)) > 277 BEY(1)] > 27|V U K.

Lo que prueba la afirmacion.

Observe que al elegir r = n en la Afirmacion 2.1.17, obtenemos que |G| > 2"|Y U K| para cada
n > 1. El dltimo célculo que necesitamos concierne a los didmetros de los grupos G, con respecto

a sus respectivas métricas.
Afirmacion 2.1.18. Eziste ng > 0 tal que para todo n > ng tenemos diam(G,,2) > n.
De hecho, dado que S,,2 US;Q1 tiene como maximo 2|Y UK |+2n? elementos, tenemos | B%n2 (n)| <

(2|Y U K| + 2n%)™. Por otro lado, la Afirmacién 2.1.17, implica que |G,,2| > 2(”2)]}/ U K. Asi que

tenemos:

\BQﬂmﬂ<(myukj+mﬂw

Gl = 2V UK
1 Y UK|+n?\"
- YUK| on?-1
G
Como lim,,_ s ‘Y;{giﬁ# = 0, se sigue que lim, .~ w = 0. Asi, la Afirmacién 2.1.18 se

cumple.
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Ahora, para cada n > ng definimos H,, = G 3gy,)2, y consideramos el H,-subshift X|, . Nuestro
objetivo es aplicar la Proposicion 2.1.7 al subshift X|g, para algin n suficientemente grande.
Observe que H,, viene dotado con una métrica de la palabra, que corresponde a un conjunto

generador simétrico de cardinalidad a lo mas 2|Y U K| + 2(38n)? y que contiene Y U K.

Sera importante en la siguiente parte que algunos elementos no varien con n. Por la observacion
al principio de esta prueba, K es una constante de irreducibilidad fuerte para cada X |, . Ademas,
el valor k de la Proposicion 2.1.7 puede elegirse uniformemente como k& = 1 porque cada conjunto
generador para H, contiene K. Afirmamos que con estas elecciones y con r = n, se cumplen todas

las condiciones de la Proposiciéon 2.1.7 para algtn n suficientemente grande. Es decir:

(1) 1B (38n)| < |Lppttn (n_1)(X ],

(2) diam(H,) > 38n.

(3) n > 16|K|> + 2.

La condiciéon (2) se sigue directamente de la eleccion H,, = G3g,2 y de la Afirmacion 2.1.18. La

condicion (3) se cumple para todo n suficientemente grande simplemente porque K y k = 1 no

dependen de n. Finalmente, dado que Lgun (,,—1y(X|#,) = L ,—1)(X), basta con probar

) |BHn (38n)|
lim
n—00 | Lgtn (n—1)(X|m, )|

~0, (2.3)

Para esto necesitaremos los calculos previos sobre los grupos (G, )nen. La no trivialidad de X
y la Proposiciéon 1.2.19 muestran que
| B (38n)|
| L gt (n—1) (X))

_BHEn(n-1)]

< |BHn(38n)|- 27 KT, (2.4)

Dado que la métrica para Hy, estd determinada por el conjunto generador S3g,,)2 U (S(Sgn)Q)_l,

y este conjunto tiene cardinalidad a lo més 2|Y U K| + 2(38n)?, se tiene que
|BA(38n)| < (2]Y U K| + 2(38n)?)%%".
Ademas, la Afirmacion 2.1.17 muestra que
|BM(n—1)| > 2" MY UK].

Por lo tanto, la Ecuacion (2.4) puede reescribirse como

BHn(38 _gn—2lYUK]|
B (38n) < (2]Y UK| +2(38n)2)38n . 272" " TRT
|L gt (n—1)(X)]
Dado que
YUK
Iim 38nlogy(2|Y U K| + 2(38n)%) — 2"_2¥ = —00,
n—00 ’K‘

obtenemos que la Ecuacion (2.3) se cumple para n suficientemente grande.
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Tomemos n lo suficientemente grande para que se verifiquen todas las hipotesis de la Proposicion
2.1.7 para el subshift X |g, (y los pardmetros K, k y 7 = n definidos anteriormente). La Proposicion
2.1.7 muestra que X |y, admite un (B~ (n), BH»(37n))-marcador. Dado que Y C BH=(n), se sigue
de la Observacion 2.1.5 que X |y, también admite un (Y, B¥»(37n))-marcador. Como se explico al
comienzo de la demostracién, este patrén también es un (Y, B”7(37n))-marcador para el subshift

X. Finalmente, dado que Y es arbitrario, esto prueba nuestra afirmacion de que X es marcable.

O
Finalmente, mostramos el Teorema A en toda su generalidad.

Demostracion del Teorema A. Sea G un grupo infinito, y sea X un subshift fuertemente irreducible.
Si |X| = 1, entonces el resultado es cierto por la razon trivial de que Fix(X) = G. Suponemos a

partir de ahora que |X| > 1. Esté claro que exactamente uno de los siguientes tres casos ocurre:

1. GG es finitamente generado.
2. G no es finitamente generado, pero algtn subgrupo finitamente generado de G es infinito.

3. Todos los subgrupos finitamente generados de G son finitos, por lo que G es infinito y local-

mente finito.

Si G es finitamente generado, el Teorema 2.1.14 muestra que para todo r lo suficientemente
grande, X admite (B(r), B(37r))-marcadores, y esto implica que X es marcable por la Proposicion

2.1.6. Si G es localmente finito, entonces la afirmacién se sigue directamente del Teorema 2.1.16.

Por lo tanto, solo queda considerar el caso en que G no es finitamente generado, pero algtn sub-
grupo finitamente generado H < G es infinito. Sea K € G una constante de irreducibilidad fuerte
para X, y sea Y € G un conjunto finito arbitrario. Consideremos el subgrupo H' = (Y, K, H) < G
generado por H, Y y K. Asi, H' es finitamente generado e infinito. Por la Proposicion 1.3.9, el
subshift X|g = {x|g : © € X} es fuertemente irreducible con constante K. Dado que ya hemos
demostrado que el resultado se cumple para grupos infinitos finitamente generados, se sigue que
existe un conjunto W € H' y un marcador (Y, W) para X’. La Observacion 2.1.15 muestra que p
también es un (Y, W)-marcador para X. Dado que el conjunto Y es arbitrario, hemos demostrado

que X es marcable. ]

2.2 Marcadores tipo huevo

En esta seccién construimos colecciones finitas de patrones que llamamos “marcadores tipo
huevo”. La motivacién principal es que estas colecciones pueden ser utilizadas para construir auto-

morfismos de subshifts de manera muy explicita.
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Definicién 2.2.1. Sea G un grupo, Y ¢ W € G y X C A% un subshift. Una coleccién de
patrones £ C Ly (X) se llama un (Y, W)-marcador tipo huevo para X si satisface las siguientes

propiedades:

1. (Y, W)-marcador: Existe un (Y, W)-marcador, denotado por d, tal que para todo q € &, se
cumple que ¢lw.y = d.

2. Intercambiable a pares: Para todo x € X y ¢,¢' € &, tenemos que z|g.w V¢ € X siy
solo si xz|gw V¢ € X.

Dado un conjunto F C Y y un conjunto £ C AF', decimos que € realiza £ cuando £ = {q|r : q €
&}

Dada una colecciéon de marcadores tipo huevo &, queremos pensar en el (Y, W)-marcador como
una ‘“clara de huevo” comun, mientras que la restricciéon de los marcadores tipo huevo a Y son
diferentes “yemas”. La condicién de marcador asegura que si dos de estos patrones ocurren en alguna
configuracién, entonces la yema de cualquiera de ellos esta “protegida’ por la clara de huevo, en el
sentido de que no puede solaparse con el otro huevo en absoluto. La segunda condicién asegura que
cualquier yema puede ser retirada y reemplazada por otra sin crear patrones prohibidos. [lustramos

esto para Z? en la Figura 2.2.

I e e
R|O|O|O|O |+~
R|O|O|O|O |+~
ROk |k |O|F
R|O|O|O|O |+~

il i e e e L
R|lO[O|O|O |+~
| Ok, |kr|O|—
RO, |O|O|—
OO |O|O |+
i L L

L i e e
R|OO|O|O |~
RO, |O|O|+—
OO~ |O|+
OO0 |0~
e

NI
RIO|O|IO|O |-
RlOo|lRr|Rr|lO|~
RlOo|lRr|kr|lO|~
RIO|O|O|O |-
NRRRERE

Figura 2.2: Una coleccion de marcadores tipo huevo en {0, 1}22.
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2.2.1 Modelos tipo huevo

Sea G un grupo infinito, sea X C A% un subshift y £ un (Y, W)-marcador tipo huevo. Definimos
Ag = EU {x} y consideramos la aplicacion ne: X — (Ag)¢ dada por
(g 2)lw si(g'2)lw €€,

ne(x)(g) =

* en caso contrario.

Decimos que 7g(X) es el modelo tipo huevo asociado al par (X, ). Es claro que ng(X) es
un G-subshift (de hecho, es un factor topologico de X). El siguiente lema dice esencialmente que

este factor se comporta como un G-full shift en las posiciones donde hay marcadores.

Lema 2.2.2. Sea G un grupo infinito, sea X C A® un subshift y € un (Y, W)-marcador tipo huevo.
Para x € X, definimos
A, ={g€G: (g7 z)|w €&}

Para cada aplicacion 0: Ay — &, tenemos que g € X, donde xg en g € G estd dado por

Demostracion. Primero mostramos que zy esta bien definido en A®. Observemos que como todos
los patrones en £ coinciden en W \ Y, tenemos que
() (0(h))(w) siexiste h € G,w €Y tal que g =hwy (h™'z)lw €&,

Lo\g) =

z(g) en caso contrario.

Sea g € G y supongamos que existen h,h/ € G, w,w’ € Y con g = hw = h'w' y ¢q,¢ € & tales
que (h~'2)lw = qy (W) '2)|w = ¢. Si tomamos d como el marcador comtin para € con soporte
en W\ Y, entonces (h™'2)|w.y = d = (')~ '2)|w-y. Esto implica que z € hld] N K[d] N X. En

particular, se cumple que
[dnr) N X =[dnww dNX #a.

Como d es un (Y, W)-marcador y w'w™! € YY1 C WY ™! se sigue que w'w~! € Fix(X), por lo
que W'h~! € Fix(X). Deducimos que ¢ = ¢’ y por lo tanto, (8(h))(w) = (6(h'))(w’). Asi, zg esta
bien definido.

A continuacién, mostramos que zy € X. Notemos que para cada conjunto F' € G tenemos que
[xg|F] N X # @. Esto se sigue aplicando la condicién de ser intercambiable a pares a x un nimero
finito de veces (como méaximo |F'| veces). Asi, la coleccion de conjuntos cerrados {[zg|r|NX : F' € G}
tiene la propiedad de interseccion finita, y dado que X es compacto, tiene una interseccién no vacia.
Una verificacion directa muestra que esta interseccion es igual al conjunto unitario {xg}, y de este

modo, hemos demostrado que xy € X. ]

Definiciéon 2.2.3. Un automorfismo ¢ € Aut(ng(X)) se llama un automorfismo tipo huevo si
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fija la posicién de las estrellas. Es decir, si
©(ne(x))(g) = * si y solo si ne(x)(g) = * para todo z € X, g € G.

Denotamos el espacio de automorfismos tipo huevo por Autg(ns(X)).

Notemos que el espacio Autg (g (X)) de automorfismos tipo huevo es un subgrupo de Aut(ng(X)).

Lema 2.2.4. Sea G un grupo infinito, sea X C A® un subshift y € un (Y, W)-marcador tipo huevo.
Consideremos la aplicacion Vg: Autg(ne(X)) — Aut(X), donde para ¢ € Autg(ne(X)), x € X y
g € G tenemos

(‘I/g(tp))(x)(g) _ (tp(ng(x))(h))(w) si eriste h € G,w € W tal que g = hw y (h™'2)|w € &,

x(g) en caso contrario.

Entonces, Ug es un monomorfismo. En particular, Autg(ng (X)) se incrusta en Aut(X).

Demostracion. Fijemos un automorfismo tipo huevo ¢ y notemos que por el Lema 2.2.2; la aplica-
cion Ye(p): X — X estd bien definida. Ademés, como ¢ y ne son continuas, se sigue que We es

continua.

Sea g,t € G. Tenemos que

(\I’g(go))(ta:)(g) _ (‘P(WE ta:))(h))(w) sidh € G,w € W tal que g = hw y (h™tz)|w € &,

(
(tx)(9) en caso contrario.
(

Se sigue que Yg(p) es G-equivariante, por lo que tenemos que ¥e(p) € End(X). Finalmente,
un calculo directo muestra que para @1, 2 € Autg(ne (X)), se cumple que We(p1 0p2) = VUe(py) o
Ue(p2), y por lo tanto, ¥e es un homomorfismo. En particular, ¥g(¢) € Aut(X) para todo ¢ €

Aute (ne(X)).
Finalmente, notemos que por construccion tenemos que para cada ¢ € Autg(ng (X)),
ne (Pe(p)(@)) = p(ne ().
De donde se sigue que P¢ es inyectivo. O
El Lema 2.2.4 seré la herramienta principal para demostrar nuestros resultados de incrustacion.

Es decir, en lugar de incluir el grupo de automorfismos de un full shift directamente en Aut(X), lo

hacemos en el espacio de los automorfismos tipo huevo, lo cual es mucho més sencillo.
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Para la demostracion del Teorema B, necesitaremos un tipo particular de automorfismo tipo

huevo que surge de permutaciones de £.

Corolario 2.2.5. Sea G un grupo infinito, sea X C A un subshift y & un (Y, W)-marcador tipo
huevo. Sea o € Sym(E) y consideremos la aplicacion ¢,: X — X donde para g € G tenemos

b0(2)(a) (a((h_lx)|w))(w) si existe h € G,w € W tal que g = hw y (h™1x)|w € &,
c\T)\g) =

z(g) en caso contrario.

La aplicacion ¢, € Aut(X).

Demostracion. Consideremos la aplicacion p: ng(X) — ng(X), donde parax € X y g € G,

o(ne(x)(g)) sine(x)(g) €€,

* en caso contrario.

p(ne(x))(g) =

Por el Lema 2.2.2, sabemos que p estd bien definida. Ademaés, la aplicacién p es continua, G-
equivariante y fija la posicion de las estrellas, por lo que p € Autg(ne(X)). Por el Lema 2.2.4,
sabemos que Vg (u) € Aut(X). Un célculo directo muestra que ¢, = Uge(p). O

2.2.2 Existencia de marcadores tipo huevo

Definicién 2.2.6. Sea G un grupo infinito. Un G-subshift X admite marcadores tipo huevo

completos si para cada F' € G existe una coleccion de marcadores tipo huevo que realiza Lp(X).

Lema 2.2.7. Sea G un grupo infinito y X un G-subshift fuertemente irreducible no trivial. Enton-

ces, X admite marcadores tipo huevo completos.

Demostracion. Fijemos F' € G. Mostraremos que X admite una coleccion de marcadores tipo
huevo que realiza L (X). Fijemos una constante de irreducibilidad fuerte K para X. Para T € G

y q € Ly pr(X), consideramos el conjunto de extensiones de ¢ a T dado por
Ext(q) = {p € Lrx(X) : pV g€ Lr(X)}.

Observamos que si T C 77, ¢ € Ly pr(X) v ¢ € Ly pr(X) son tales que g C ¢/, entonces
Ext(q') € Ext(q), es decir, el conjunto de extensiones es mondtonamente decreciente bajo extensio-

nes de patrones. Elija algin Ty € G y qo € L1, rx(X) tal que Ext(qgo) sea el minimo en inclusion.

Por el Teorema A sabemos que X es marcable, por lo que existe un W € G tal que ToK C W
y existe un (7oK, W)-marcador denotado por d.

Como X es fuertemente irreducible con constante K, existe un € X tal que z|7, rx = qo ¥y
z|wr,x = d. Definimos py = x|wrk. Por la Observacion 2.1.5, se sigue que pg es un (FK,W)-
marcador. Definimos

€ ={q€Lw(X):qw.rk = po}-
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Tomamos Y = FK y afirmamos que € es un conjunto de (Y, W)-marcadores tipo huevo que realiza
Lp(X). Por construccion, es claro que para cada ¢ € £ tenemos ¢qlw .y = po, que es un (Y, W)-
marcador. Ademaés, como X es fuertemente irreducible y dado que 'y W ~ FK son disjuntos
en K, obtenemos que {¢|r : ¢ € £} = Lp(X). Por lo tanto, solo necesitamos verificar que & es

intercambiable a pares.

Fijemos ¢,¢' € £ y sea x € X tal que z|yy = ¢. Fijemos V € G tal que W C V. Como
q C po C z|ly-rr y Ext(qo) es minimo, se sigue que Ext(x|yrr) = Ext(pg) = Ext(qp). Como
¢wrc € Ext(po), obtenemos que py = ¢ V 2|y rix € Ly (X).

Consideremos la colecciéon de conjuntos cerrados dada por
{pv|NX:VeGyVDOW}

Esta coleccion tiene la propiedad de interseccién finita, por lo que, dado que X es compacto, dedu-
cimos que tiene interseccién no vacia. Sea y € X un elemento de la interseccion. Por construccion,

se sigue que y|g-rrx = z|e-rK Y Y|Fx = ¢'|FK, por lo tanto y = zg.w V ¢ O

A continuacién, mostramos que bajo la suposicién del TMP fuerte, podemos dar limites explici-
tos al tamano relativo del soporte de los marcadores tipo huevo. Esto seréa crucial en la demostraciéon

del Teorema E.

Lema 2.2.8. Sea G un grupo finitamente generado infinito, y sea X un subshift fuertemente irre-
ducible no trivial con TMP fuerte. Entonces, para todo entero r suficientemente grande, existe una

coleccion de (B(2r), B(74r))-marcadores tipo huevo para X que realiza L (X).

Demostracion. Sea K una constante de irreducibilidad fuerte y M una constante de memoria
asociada a X. Tomemos r lo suficientemente grande tal que K UM C B(r), y tal que X admita un
(B(2r), B(74r))-marcador denotado por p,. Esto es posible por el Teorema A. Entonces definimos

&, como

& = {q € Lp(ar) * 4l B(rar)~B(2r) = Dr}-

Demostraremos que &, es una coleccion de (B(2r), B(74r))-marcadores tipo huevo para X que
realiza Lp(,)(X). La condicion de (B(2r), B(74r))-marcador es evidente a partir de la definicion.
Dado que K C B(r), tenemos que B(r)K N (B(74r)~ B(2r)) = @, de donde se sigue que para cada
p € Lp)(X), existe un ¢ € &, tal que p C ¢. Por lo tanto, &, realiza L) (X).

Finalmente, mostramos que &, es intercambiable a pares. Sean ¢,¢ € &, y tomemos z € [q],
y € [¢]. Por la definicion de &,, tenemos que 7| B(rar)y~B(2r) = y‘B(74r)\B(2T). Dado que X tiene TMP
fuerte con constante M C B(r), se sigue que si z,y € X son tales que :c]B(gr)\B(Qr) = y|B(3T)\B(2T),
el elemento z = y|p(or) V |G p(2r) Pertenece a X. Como = = z|g p(rar) V ¢ Y 2 = Z|gB(7ar) V ¢,

se sigue que &, es intercambiable a pares. O

Finalizamos la seccion estableciendo una generalizacion amplia del resultado de Ward [35].
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Proposicion 2.2.9. Sea G un grupo infinito y sea X un G-subshift infinito que admite marcadores

tipo huevo completos. Entonces, cada grupo finito se incrusta en Aut(X).

Demostracion. Sea n € N arbitrario. Como X es infinito, tenemos que |Lp(X)| > n para algin
F € G. Entonces, el Lema 2.2.7 muestra que existe una colecciéon £ de marcadores tipo huevo
que realiza Lp(X), y el Corolario 2.2.5 muestra que Sym(€) se incrusta en Aut(X). Dado que
|€] > n, hemos demostrado que el grupo simétrico sobre n elementos se incrusta en Aut(X) para
todo n € N. O

Como consecuencia del Lema 2.2.7 y la Proposicion 2.2.9, obtenemos el siguiente resultado

general.

Corolario 2.2.10. Sea G un grupo infinito y X un G-subshift fuertemente irreducible no trivial.

Entonces, cada grupo finito se incrusta en Aut(X).
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Capitulo 3

Teorema de Ryan generalizado

Recordemos que para g € G, el shift derecho, 7,(z) definido por 74(x)(h) = x(hg) es un

automorfismo.

Ademés, notamos Z(G) = {x € G : gx = xg para todo g € G} al centro de un grupo G, y
Fix(X) = {g € G : gr = x para todo x € X} al estabilizador puntual. Observemos que Fix(X) es
un subgrupo normal de G'y que G/ Fix(X) actia fielmente sobre X. Para v € G/Fix(X)yx € X
escribiremos yx para denotar la accidon hx de cualquier h € G que pertenezca a la clase lateral
~v = hFix(X).

Proposicion 3.0.1. Sea G un grupo infinito y sea X C AS un subshift no vacio que admite
marcadores tipo huevo completos. Entonces Z(Aut(X)) es igual a (14 : gFix(X) € Z(G/Fix(X)))
y es isomorfo a Z(G/Fix(X)).

Demostracion. Por la Proposicion 1.3.7 basta probar que todo elemento en Z(Aut(X)) es igual a
Ty para algin g € G con gFix(X) € Z(G/Fix(X)). Si | X| = 1 el resultado es trivial. Si | X| = 2,
entonces X consiste o bien en una érbita de tamano dos, en cuyo caso la conclusiéon se cumple, o bien
en dos puntos fijos, en cuyo caso X no admite marcadores tipo huevo completos. A continuaciéon

asumiremos que |X| > 3.

Sea ¢ € Z(Aut(X)). Por el teorema CHL (Teorema 1.3.1) existe F' € G y una aplicacion local
®: AT — A tal que p(7)(g9) = ®((¢97'2)|F) para todo z € X y g € G. Aumentamos el conjunto F
si es necesario para asegurar que |Lp(X)| > 3, y tomamos una coleccion € de (Y, W)-marcadores

tipo huevo que realiza Lp(X). Sin pérdida de generalidad asumimos que Y es simétrico.

Por el Corolario 2.2.5 se deduce que para cada o € Sym(€) la aplicacion ¢, que intercambia

patrones de £ segiin ¢ es un automorfismo bien definido de X.

Primero afirmamos que para cada ¢ € &, existe g € Y tal que (go(x))|lw € & para cada
x € [¢] N X. Por contradiccion, supongamos que esta propiedad no se cumple para algin ¢ € £ y

x € X. Tenemos que para cada o € Sym(E) tenemos

(ds 0 0(2))(1a) = ¢(z)(1g).

Esto es simplemente por definiciéon de ¢,. Por otro lado, elegimos o como la transposicién que
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intercambia ¢ con algin ¢’ € £ arbitrario, asi

(p0¢a(2))(1c) = @(d'|F).

Dado que ¢ € Z(Aut(X)), tenemos ¢ o ¢s(x) = ¢y 0 p(x) y asi ®(¢'|r) = ¢(x)(1g) para cada
q' € £. Esto implica que @[, #(X) €s constante: q € & es arbitrario, y como £ es un marcador tipo
huevo completo, cada elemento en Lp(X) surge como la restriccion de algin elemento de £ a F.
Esto implica que ¢ también es una funcién constante, y como es un automorfismo, esto solo puede
ocurrir si |[X| = 1. Esto contradice nuestra suposicion de que |X| > 3. Luego, (g¢(z))|lw € € con

las condiciones descritas al inicio del parrafo.

Ahora que la primera afirmacién esta resuelta, observamos que lo siguiente se cumple para cada
q € & siexisten g,g €Y y p,p € & tales que para cada = € [¢] N X tenemos (gp(x)) € [p] N X
vy (d'o(z)) € [p'] N X, entonces necesariamente g'g~! € Fix(X) y p = p’. De esta manera, si
tomamos (gp(z)) € [p] v (¢'¢(x)) € [p'] implica que d = p|lwy es (¢’g~!)-superpuesto. Como d
es un (Y, W)-marcador y ¢'g~! € YY1 € WYL, se sigue que ¢’g~! € Fix(X). Dado que ¢’¢g~!
actia trivialmente, tenemos gy(z) = ¢'¢(x), y uniendo esto con nuestra primera suposicion que

(gp(x)) € [p] y (¢'w(x)) € [¢'], obtenemos que p = p'.

De la observacion anterior, se sigue que existen aplicaciones s: £ - G/Fix(X) y m: &€ — &
tales que para cada = € [¢] tenemos s(q)p(z) € [7(q)] v s(q) estéa representado por algtn elemento
enY.

Afirmamos ahora que 7 es la aplicacion identidad. Primero, es claro que 7 es una permutacion:
los mismos argumentos anteriores se pueden aplicar a ¢! y la aplicacién asociada debe necesaria-
mente ser 7~ L. Fijemos 0 € Sym(&), ¢ € £ y sea x € [g]. Observamos que el tinico patrén de £ que
aparece en ¢, o o(x) en Y es o(m(q)), mientras que el tnico patron de £ que aparece en ¢(x) o ¢
enY es m(o(q)). Como ¢, 0 p = @ o ¢y, concluimos que o o = 7o o, y asi, como o es arbitrario,
obtenemos que 7 € Z(Sym(€)). Recordemos que el centro del grupo simétrico sobre n elementos
contiene solo la permutacion trivial para n > 3 y dado que || > 3, se sigue que m = Idg como se

afirmo.

Ahora argumentamos que s es una aplicacion constante. Sean p,q € € con p # ¢ y sea ¢
la transposicion que los intercambia. Existen g, h € G tales que g,h € Y, g representa s(p) y h
representa s(q) en el cociente G/ Fix(X). Ahora, para cualquier = € [p] tenemos que g, (p(z)) € [¢]
v hp(és(z)) € [q]. Se sigue que q es (gh™!)-superpuesto, y asi d = q|w.y también es (gh™1)-
superpuesto (ver Observacién 2.1.8). Como d es un (Y, W)-marcador y gh~t € WY 1, se sigue que
gh™! € Fix(X). Esto prueba que s(q) = s(p).

Sea g € G un representante del valor tomado por la aplicaciéon constante s. Asi, para cada ¢ € £

y € [q], tenemos gp(x) € [g]. Como ¢ solo depende localmente de F'y {q|r : ¢ € £} = Lp(X),

1

se sigue que gp(x) = x para cada z € X y asi p(x) = ¢~ '« para cada = € X. Esta aplicacion solo

puede ser un automorfismo cuando ¢ Fix(X) € Z(G/Fix(X)) y en tal caso coincide con 7.
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Nota 3.0.2. La demostracién anterior es una adaptacion y generalizacion de la prueba original dada

por Ryan, [29].
Ahora estamos listos para probar el Teorema B.

Teorema 3.0.3. (Teorema B) Sea G un grupo infinito y X un G-subshift no vacio fuertemente
irreducible. Entonces Z(Aut(X)) estd generado por shifts por elementos g € G con gFix(X) €
Z(G/Fix(X)). En particular

Z(aut(X)) = 2 (% /g x)) -

Demostracion del Teorema B. Sea G un grupo infinito y sea X un G-subshift no vacio fuertemente
irreducible. El lema 2.2.7 implica que X admite marcadores tipo huevo completos, luego el resultado

se sigue de la Proposicion 3.0.1. O

Terminamos esta secciéon mostrando que el teorema de Ryan no puede extenderse a grupos

finitos manteniendo la afirmacion tal como esta.
Ejemplo 3.0.4. Sea G un grupo finito. Consideremos el subshift X C {0, 1}G dado por
X ={0% 1% u{z €{0,1}% : |2~ 1(1)| = 1}.

En otras palabras, X contiene las dos configuraciones uniformes y todas las configuraciones con un

tnico 1. Notemos que en un grupo finito, todo subshift es de tipo finito y fuertemente irreducible

(con K = G).

No es dificil ver que Aut(X) esta generado por los shifts derechos 74 con g € G y la involucion
que intercambia 0% y 1¢. De esto, se sigue que Aut(X) = G x Z/27Z y, por lo tanto, Z(Aut(X)) =
Z(G) X Z)27.

3.1 Aplicaciones del teorema de Ryan

Una consecuencia inmediata del Teorema B es la siguiente:

Corolario 3.1.1. Sean G,H dos grupos infinitos y sean X C A% yY < BY subshifts fie-
les y fuertemente irreducibles. Si Aut(X) = Aut(Y), entonces Z(G) = Z(H). En particular, si
min(|A|, |B|) > 2 y Aut(A%) = Aut(BH), entonces Z(G) = Z(H).

Esto responde a una pregunta de Hochman [17]|, a saber, si m,n son dos enteros positivos
distintos, entonces Aut({0,1}%?™) y Aut({0,1}%*") no son isomorfos.

La aplicacion mas famosa del teorema de Ryan es una técnica para mostrar que dos Z- full
shifts, tal que el tamano de los alfabetos satisface una relacién algebraica, no son isomorfos. El
siguiente ejemplo, ampliamente conocido, fue presentado por Boyle, Lind y Rudolph en [5] en 1988.
Lo incluimos aqui a modo de introduccién, pues nos permite comprender el concepto de shift lento

en k pasos, necesario para la demostracion del Teorema C.
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Ejemplo 3.1.2. Aut({0,1}%) y Aut({0,1,2,3}%) no son isomorfos.

La idea fundamental de este ejemplo es probar que existe ¢ € Aut({0, 1,2,3}%) tal que p? = 71,
una 2-raiz del shift, nos referimos a ella como “shift lento en dos pasos” y, por el contrario, no es

posible encontrar una 2-raiz en Aut({0,1}%).

Afirmacién 1. Existe ¢ € Aut({0,1,2,3}%) tal que ¢? = 7.

Demostracion de la afirmacion. Sean los alfabetos A = {0,1,2,3} y A = {0, 1}?, usamos la siguien-
te identificacion {4 <= A} = {O — (8),1 — ((1)),2 — ((1)),3 — (i)} Asi, para x € AZ,

existe una configuracion z € A"~ tal que

etz () ()

A partir de esta identificacion, construimos ¢ € Aut(A%) de la siguiente manera, teniendo en cuenta

que p(x) «— o(T)

* 0 0 1 1
o(T) ZXJM)M)M))/HM@:*H,Q*
* 0 1 1 0
0 1 1 0 *
802(@:"%)%7%7)}%7%'”%&02@):-‘-*023,1*'-.
* 0 0 1 1

Figura 3.1: Shift lento en 2 pasos con g = 1.

A partir de la Figura 3.1, podemos observar que ¢ definido de esta manera satisface ser una

2-raiz del shift derecho, es decir, p? = 7. O
Afirmacién 2. No existe ¢ € Aut({0, 1}%) tal que p? = 7.

Demostracion de la afirmacion: Por contradiccion. Supongamos que existe ¢ € Aut({0,1}%) tal
que ¢ = 71. Sean x; = ---01,01--- y &9 = ---10,10--- las tnicas configuraciones de A% con
orbita bajo 7 de longitud exactamente 2. Como ¢ es un automorfismo, debe preservar la longitud
de la 6rbita y ademas z; = 72(z;) = (¢?)%(7;) = ¢*2(z;) con i = 1,2. Asi () = 2; vy ©*(2;) =
7(x;) # x; para ¢ = 1,2. De esta manera, la longitud de la 6rbita de z; bajo ¢ debe dividir la

cantidad de configuraciones de orden 2. Luego,
2.212, (3.1)

lo cual es una contradiccion. De esta manera, concluimos que para Aut({0, I}Z) no es posible

construir una 2-raiz de . OJ
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Nota 3.1.3. La afirmacion 2 se puede generalizar para raices k-ésimas. Notando que la cantidad de
configuraciones no cambia, pero el tamaiio de la 6rbita si. Es decir, sea z € {0, 1}% una configuracion

de orden exactamente 2, con lo que x = 7£(z) = ¢**(x). Asi, siguiendo la Ecuacién (3.1) tenemos

2-k|2= k|1

Lo cual es una contradicciéon, pues k¥ > 1. De esta manera, no existe ¢ € Aut({0,1}%) tal que

©F = 7| para ningan k > 1.

Usando esta técnica del “shift lento en n pasos”, podemos distinguir Aut({0, 1}%) y Aut(({0, 1}")%)
para n € Z~1. En [15, Theorem 2.5|, Hartman, Kra y Schmieding hacen una generalizacion de este
resultado usando representacion dimensional como técnica, o por su nombre en inglés dimension

representation.
Generalizamos este resultado a una clase amplia de grupos.

Teorema 3.1.4 (Teorema C). Sea G un grupo infinito y supongamos que existe un epimorfismo
V: G — Z tal que Y(Z(G)) = Z. Para todo entero n > 2 y enteros positivos k, l, se tiene

Aut({1,...,n" %) = Aut({1,...,n}%) si y solo si k = ¢.

Como en el caso clasico de Z, Ejemplo 3.1.2, la demostracion del Teorema C se basa en entender
las posibles raices de elementos en el centro del grupo de automorfismos. Como de costumbre, para
g € Z(G) definimos 7, € Aut(X) como el shift derecho por g. Sea G un grupo y X C A% un
subshift. Definimos

R(X) = {k>1: paratodo g € Z(G) existe ¢ € Aut(X) tal que ¢* = 7,}.

Por Teorema B, sea G infinito y sea X un subshift fiel y fuertemente irreducible no trivial,
entonces R(X) es el conjunto de todos los indices comunes posibles de raices de Z(Aut(X)). Si X
y Y son dos subshifts, como en las hipotesis del Teorema B, y Aut(X) es isomorfo con Aut(Y),
entonces por Corolario 3.1.1 tenemos R(X) = R(Y).

Primero mostramos que si |A| = n”* para algin n > 2 y k > 1, entonces k € R(A%). Esta

prueba es muy similar al argumento clasico en G = Z.

Lema 3.1.5. Sea G un grupo infinito y A un alfabeto de tamario |A| = n¥, para algunos enteros
n>2yk>1. Entonces k € R(A%).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos interpretar el alfabeto A como pares ordenados
de la forma
A={(a1,...,ax):a; € {1,...,n} paratodoi € {1,...,k}}.

Sea h € Z(G). Consideremos el shift lento en k pasos ¢;,: A — A% dado por

z(gh)y, sii=1
(en(z)(9)); = para todo g € G.
2(g)i-1 sil<i<k
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al ai ai

az <\ as <\ a2
as <\ az <\ as

aj ag ag

LN £

Figura 3.2: Aplicaciéon ¢y,

Claramente, ¢, es continua y G-equivariante. Ademas, para cada g € G se tiene ((p]fl(x)(g))l =
x(gh);, por lo que se sigue que go'fL = 75,. De aqui deducimos que ¢, € Aut(A%). Finalmente, como

h € Z(G) es arbitrario, concluimos que k € R(A%). O

La demostracion restante es una generalizacion del argumento de [25, Theorem 8| y se basa en el
resultado fundamental de Lind, que caracteriza las entropias topologicas de los Z-SFTs mezcladores
como la clase de logaritmos de nimeros de Perron. Recordemos que un nimero real o > 1 se llama
Perron si es un entero algebraico que es estrictamente mayor que la norma de sus conjugados alge-
braicos. El nombre proviene del hecho de que, como consecuencia del teorema de Perron-Frobenius,
estos niimeros son precisamente el conjunto de valores que aparecen como el mayor valor propio de
una matriz primitiva no negativa de entradas enteras. Para mas informacion sobre la teoria de la

entropia y los nimeros de Perron, podemos remitirnos al siguiente libro [24].

Ademas del resultado de Lind, solo necesitaremos tres hechos bésicos sobre la teoria de la
entropia para acciones de Z. Sea X un espacio compacto metrizable y un homeomorfismo 7: X —

X, denotamos por htop(T) su entropia topoldgica.

1. Sea o: AZ — A” el operador del shift dado por o(z)(n) = 2(n—1) paratodon € Zy x € A%.
La entropia topolégica del operador del shift esta dada por hygp (o) = log(|Al).

2. La entropia topolbgica es un invariante de conjugaciéon topologica.
3. Para todo n > 1 se tiene que hyop (1) = n - hyop(T).

Lema 3.1.6. Sea G un grupo infinito y supongamos que existe un epimorfismo : G — Z tal que
Y(Z(GQ)) = Z. Se tiene que k € R(A%) si y solo si |A| es una potencia k-ésima.

Demostracion. Fijemos un entero positivo k. Si |A| es una potencia k-ésima, entonces k € R(A%)
por el Lema 3.1.5. Reciprocamente, sea ¥: G — Z un epimorfismo tal que ¥(Z(G)) = Z y fijemos
g € Z(G) tal que 9(g) = 1. Por nuestra suposicion, k € R(A) y, por lo tanto, existe ¢ € Aut(A%)
tal que ¢F = Tq-

Observemos que tenemos un homeomorfismo ¢ de A% en el conjunto de las configuraciones

y € A que son estabilizadas por ker(1)). Mas precisamente, este homeomorfismo est4 dado por

&(x)(h) = z(xp(h)) para todo h € G.



3.1. Aplicaciones del teorema de Ryan 38

Consideremos el automorfismo de A% dado por T = £ 1o ¢ o £. Se tiene que

Tk:§_10¢ko§:§_1OTgo§:U.

De donde deducimos que hyqp (T') = 2 log(|A]).
Sea 13,: AZ — A% dada por t(z)(n) = x(kn). Definimos X C A% como

X ={z e AL : (6" (2)) = T((c™(x))) para todo n € {0,... k—1}}.

Como T* = o, se sigue que la propiedad que define X se cumple para todo n € Z, y por lo
tanto X es un conjunto cerrado e invariante bajo Z. Ademas, por el teorema CHL (Teorema 1.3.1)
aplicado a T, se sigue que X es un Z-SFT. También es inmediato, a partir de T% = o, que X es
mezclador.

Finalmente, la aplicacion v: AZ — X dada por (z), = T ™54 "(x)(L%J) es una conjugacion
topologica entre (A%, T) y (X,0). De donde se sigue que (A%, T) es topolégicamente conjugado a
un Z-SFT mezclador. Como hyqp (T') = +log(|A]), se sigue por el resultado de Lind que |A|% debe
ser un namero de Perron, y esto solo puede ocurrir si |A| es una potencia k-ésima de algtin entero

(de lo contrario, el polinomio minimo tiene més de una raiz y todas tienen el mismo modulo). [

Demostracion del Teorema C. Si k = ¢, claramente Aut({1,...,n*}%) = Aut({1,...,n‘}%).

Para la inversa, si Aut({1,...,n*}%) = Aut({1,...,n’}%), entonces Z(Aut({1,...,n*}%)) =
Z(Aut({1,...,n*}%)), y por el Teorema B, ambos son isomorfos a Z(G). Asi, podemos deducir que
R({1,...,n*}) =R({1,...,n"}%).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que k > ¢. Sea n = p{*---p2" la descomposicion en
factores primos de n, y observamos que m es una potencia i-ésima si y solo si ¢ divide a d, con

d=ged(ag,...,a).

1
Definimos m = nd. Se sigue que m > 2 y que m no es la i-ésima potencia de ningtin nimero
entero positivo para todo ¢ > 2, porque los exponentes que quedan después de dividir por d no tienen

ningin divisor en comtn. Por el Lema 3.1.6, deducimos que m% = n’ es una potencia dk-ésima.

! es una potencia k-ésima. Se sigue que k divide (a;/d)¢ para cadai = 1,...,r,

Esto implica que m
y dado que ay/d, ..., /d son coprimos, esto implica que k divide [ = ged((ay/d)Y,. .., (ay/d)l).

Asi que k =1. O

Como lo demuestran los resultados de Hochman [18], nuestra version del teorema de Ryan,
Teorema B, no cubre todos los casos en los que se cumple la conclusion. Asi, una pregunta natural

€S

Pregunta 3.1.7. ;Se pueden debilitar significativamente las hip6tesis de irreducibilidad fuerte en el

Teorema B?

Una pregunta mas especifica es si la misma conclusién se mantiene para SF'Ts transitivos con

entropia positiva en grupos promediables (ver [18, Theorem 1.2]).
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También existe en la literatura una version finitaria del teorema de Ryan, dada por Salo [31] (ver
también [20]), que establece la existencia de un conjunto finito ' de automorfismos de {0, 1,2, 3}*
tal que si ¢ € {0, 1,2, S}Z conmuta con cada elemento de F', entonces ¢ es una potencia del shift.

No sabemos si resultados similares se pueden establecer para grupos arbitrarios
Pregunta 3.1.8. jSe puede establecer una version finitaria del teorema de Ryan para acciones de

grupos infinitos?

La anterior pregunta fue resuelta afirmativamente para grupos finitamente generados e infinitos,

en un trabajo reciente de Salo y Schmieding [34].
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Capitulo 4

Incrustaciones

El objetivo general de esta seccion es estudiar cudndo dos grupos de automorfismos se incrustan
uno en el otro. Hacemos la siguiente observacion elemental que se sigue del teorema CHL, Teorema
1.3.1.

Observacion 4.0.1. Si G, H son grupos y H se incrusta en (G, entonces para cada alfabeto A tenemos
que Aut(A) se incrusta en Aut(A%).

Nuestro foco estara centrado en el caso donde H no se incrusta en G o A% es reemplazado
por un subshift mas general. Iniciaremos probando un resultado preliminar que nos permitira dar
una nocién de intuicién a la técnica de la cinta transportadora, la cual serd crucial en las

demostraciones del caso general, Teorema E.

Proposicion 4.0.2. Sea G un grupo no localmente finito y sea S € G un conjunto simétrico tal
que (S) es infinito. Para cada par de alfabetos A, B con |B| > |A]?|S|?, se tiene que Aut(A%) se
incrusta en Aut(BY).

Demostracion. Escogemos By C B con |By| = |A|?|S|? y fijamos una biyeccion ®: By — S?% x A2.
Para ¢ € By con ®(c) = (s,t,a,b), escribimos b(c) = s, f(¢) = t, T(c) = a, L(c¢) = b. Las dos
primeras coordenadas representan punteros hacia atras y hacia adelante, respectivamente, mientras
que las dos tltimas coordenadas representan simbolos en una “pista superior” y una “pista inferior”

de la cinta, respectivamente.

Dado x € X y g € G, decimos que x en g es:

1. Consistente hacia adelante, si z(g) € By, z(gf(x(g))) € By y ademas,
f(2(9))™" = bla(gf(2(9)))-
2. Consistente hacia atras, si z(g) € By, z(gb(z(g))) € By y ademas,

b(x(9)) ™" = f(z(gb(x(9)))-

Si las condiciones de consistencia se cumplen, tenemos que seguir un puntero hacia adelante y
luego hacia atrés en el nuevo elemento (o viceversa) no implica ningtin movimiento neto. Ilustramos

esto en la Figura 4.1.
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v v 1 v
S
D
Figura 4.1: Una porcién de una configuracién que es consistente hacia adelante y hacia atras en
g. La fila inferior representa los elementos g, gt y gs en G, y la fila superior los simbolos en esas

posiciones.

Para z € X, definimos la aplicacion cinta transportadora f, € Sym(G x {T,L}) de la

siguiente manera. Para g € (G, definimos:

(9f(x(g9)), T) six en g es consistente hacia adelante.
fe(g, T) =

(g,1) en caso contrario.

(gb(x(g)),L) sixen g es consistente hacia atras.
fx(g7 J—) =

(g, T) en caso contrario.

Observamos que f, es efectivamente una funcién biyectiva, y su inversa esta dada por:

(gb(z(g)), T) siz en g es consistente hacia atras.

(g, L

fHg.T) =
)
(9f(z(g)), L) sixen g es consistente hacia adelante.

en caso contrario.

f;l (97 J—) - .
(g,T) en caso contrario.

Intuitivamente, si pensamos en G x {T, L} como una “pista superior” y una “pista inferior” de
G, entonces la accion de Z inducida por f, particiona G x {T, L} en ciclos o caminos bi-infinitos.

Estas posibilidades se ilustran en la Figura 4.2.

{ N - ]

(1) elemento inconsistente hacia atrés (2) elemento inconsistente hacia adelante
(3) sin elementos inconsistentes (4) dos elementos inconsistentes

Figura 4.2: Tipos de caminos segun f;.

A continuacion, utilizamos la accion Z ~ G'x {T, L} para inducir configuraciones en A% leyendo
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los simbolos de las pistas superior e inferior siguiendo f,. Especificamente, dado z € B¢ y g € G

tal que x(g) € By, definimos c[z,g, T] y c[z, g, L] € A%, los cuales estan dados en k € Z por

T(z(h) sifi(g,T)=(h,T),
L(z(h)) sifi(g,T) = (h, L),

T(z(h) sifi(g, L) =(h,T),
L(xz(h)) si fi(g, L) = (h,L).

Observamos que para cada g,h € G,z € X y t € {T, L} tal que z(h~1g) € By, se cumple la

relacién:

clhz, g,t] = c[z,htg, 1.

Finalmente, definimos v¢: Aut(A%) — Aut(B%). Para ¢ € Aut(A%), 2 € B y g € G, definimos

z(g) en caso contrario.

En palabras més simples, ¢(¢) es la transformacion en B que no altera los simbolos en B~ By
y, para los simbolos en By, conserva las coordenadas de los punteros y actualiza las coordenadas de

los simbolos como si aplicara ¢ en las copias de Z inducidas por los punteros.

De la definicion se sigue que para cada ¢ € Aut(A4%), z € B¢ g€ Gyt € {T,L} tal que
x(g) € By, se cumple

(p(C[.TU,g,t]) = c[w(‘)@)(x)a.%t]'

Por lo tanto, para todo @1, s € Aut(A%), se tiene que (@1 0 w2) = (1) 0 Y ().

El hecho de que 9(¢) sea continua es claro, ya que ¢ es continua. La G-equivarianza de ¢ (¢) se
sigue directamente de la relacion c[hz, g,t] = c[z, h~1g,t], por lo que ¥(¢) € End(B%). Ademés, co-
mo (1) = (¥(p)) ™!, deducimos que 1 (p) € Aut(B). De este modo, 1: Aut(A%) — Aut(B%)

es un homomorfismo.

Solo queda demostrar que @ es inyectiva. Como el subgrupo generado por S es infinito, existe
una sucesion bi-infinita (g;)icz en G de elementos distintos, con la propiedad de que g; lgiie s

para cada i € Z.

Si @1, 2 son automorfismos distintos en Aut(A%), entonces existe z € A% tal que ¢1(2)(0) #
©2(2)(0). Fijamos algunos ag € A, by € B y definimos & € B como
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& Yg: ' gi—1,9; g1, 2(1), a0) sig=g; para algtn i € Z,

b() en caso contrario.

Es claro que [z, go, T| = z. De la definicion de 1) se sigue que (@Z)(tp1)($)) (90) # (1/1(902)(33)) (90),
y por lo tanto, ¥ (p1) # ¥(p2). H

4.1 Incrustaciones en Aut(X) caso F, como subgrupo

Para k > 1, denotamos por Fj, el grupo libre con generadores {ay, ..., a;}. Antes de demostrar

el Teorema D, mostramos un lema elemental.

Lema 4.1.1. Sea G un grupo y supongamos que Fj se incrusta en G para algin k > 1. Para todo

T € G, existen y1, ...,V € G tales que (y1,...,7) = Fr y la coleccion {wT'} ey, ) €5 disjunta

7’7k>
dos a dos.

Demostracion. Fijemos T € G y sea t¢: Fy, — G un homomorfismo inyectivo. Como % es inyectivo,
hay a lo sumo |[TT~!| elementos u de F}, tales que T N (u)T # 3.

Consideremos la métrica de palabras | - | en F) con respecto al conjunto generador canoénico
{ai,...,ax} y definamos ny = 1 + max{|u| : v € Fry T NY(u)T # @}. Para i € {1,...,k},
tomamos v; = ¢(a;"). Claramente, 71, ...,7, generan una copia isomorfa de Fj en G.

Sea w,w’ € {y1,...,7) y supongamos que wT Nw'T # @. Se sigue que ww'TNT # @.

1

Tomando v € (a7?,...,a;°) tal que ¢)(u) = w™'w’, obtenemos que |u| < ng. Sin embargo, |u| es al

menos ng por ser generado de a°, de este modo, u = 1p, y con esto w = w'. ]

Sea G un grupo. Notemos que G admite un elemento libre de torsiéon si y solo si F; = Z se
incrusta en G. Ademaés, si Fy se incrusta en GG, entonces FJ, se incrusta en G para todo k > 1. Por
lo tanto, para probar ambas partes del Teorema D, bastara demostrar que si Fj se incrusta en G

para algtin k > 1, entonces Aut(Af*) se incrusta en Aut(X).

Teorema 4.1.2. (Teorema D) Sea G un grupo, k > 1 y X un G-subshift fuertemente irreducible
no trivial. Si F, se incrusta en G, entonces Aut(Af*) se incrusta en Aut(X) para todo alfabeto

finito A.

Demostracion. Fijemos k > 1 y consideremos el conjunto de pistas T = {T, L}*. Para t =
(ti)i<i<k € Ty j € {1,...,k}, definimos el j-ésimo giro p;(t) modificando su j-ésima coordenada

de la siguiente manera:
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t; Sll#],
(pj), =T sii=jyt;=1,

L osii=jyt;=T.

Consideremos el alfabeto B = A* y notemos que |B| = |A\2k. Sea K € G una constante de
irreducibilidad fuerte para X. Como X es ademas no trivial, existe Fy € G tal que |Lg,(X)| > |B|.
Por el Lema 2.2.7, sabemos que X admite marcadores tipo huevo completos, por lo que existen
Y,W € G tales que Y es simétrico, contiene la identidad, Fy C Y C W, y existe una colecciéon &’
de (Y, W)-marcadores tipo huevo que realiza Ly, (X). Como |Lg,(X)| > |B|, se sigue que |E'| > |B].
Fijamos un subconjunto & C &’ con || = |B|. Definimos Ag = £ U {*} y consideramos la funciéon
ne: X — (Ag)® dada por:

g lzlw sigTlalw €€,
ne(w)(g) = .
* en caso contrario.

Asi, 7g(X) C (Ag)% es el modelo tipo huevo asociado a (X, E), (ver seccion 2.2). Por el Le-
ma 2.2.4, sabemos que el grupo de automorfismos tipo huevo Autg(ne (X)) se incrusta en Aut(X).

Por lo tanto, para concluir, basta demostrar que Aut(Af*) se incrusta en Autg(ng(X)).

Dado x € X y g € G, escribimos y, = ng(x). Notemos que, dado x € X, las posiciones no-x de

1 son precisamente aquellas donde ocurre un patréon de £.

Por el Lema 4.1.1, existen 1, . .., € G tales que (y1,...,7%) = Fy y la coleccion {uW K } e (4, v

es disjunta dos a dos. Dado x € X, g€ Gy i€ {1,...,k}, diremos que x en g es

= i-consistente hacia adelante, si (y.)(9) € £y (yz)(97) € €.

» i-consistente hacia atras, si (y,)(9) €€y (yx)(g’yfl) eé.

111 ]1]1]1
t]ololo]o]1 , 1[1]1]1]1]1
t|of1]olo]t 1 1]olo]olo]t
t]olt[1]o]1 //’_\\\\N1o 1101
1]ololo]o]1 1]ol1[1]o]1
111 [1]1]1 1]ololo]o]1

1]1]1[1]1]1

Figura 4.3: Una configuracion i-consistente hacia adelante, envia marcadores tipo huevo en marca-
dores tipo huevo.

Observamos que si x es i-consistente hacia adelante en algtin g € G, entonces x es i-consistente
hacia atras en g7v;. De manera similar, si x es i-consistente hacia atras en g, entonces z es -

consistente hacia adelante en g, ! Usamos esta propiedad para construir una accién derecha de
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F}, sobre G x T que depende de z. Méas precisamente, para x € X y ¢ € {1,...,k}, definimos la

aplicacion i-ésima aplicacion cinta transportadora f; , € Sym(G x ¥) dado por
(97i,t) sit; =T y x en g es i-consistente hacia adelante.
fiz(9,t) =S (g7 1,t) sit; = Ly xen g es i-consistente hacia atras.
(g,pi(t)) en otro caso.

Notemos que f;, es de hecho invertible, su inversa se da por

(97;',t) siti=T yz en g es i-consistente hacia atrés.
Fia(g:t) = (g7i:t) sit; = Ly z en g es i-consistente hacia adelante.
(g,pi(t)) en otro caso.

Las aplicaciones fi ,. .., fr inducen una accién derecha &, de Fj, sobre G x T donde el gene-
rador a; actia mediante f; . Para u € Fi, y (g,t) € G x T, escribimos &,(g,t,u) para el elemento
de G x ¥ obtenido por esta accién. Observamos que si y;(g) € £, entonces para cualquier t € T,
la orbita de (g,t) bajo esta accion consistira exclusivamente de pares (h,t') tales que y,(h) € &.
Equivalente, para cada x € X el conjunto (yx)_l(é' ) X ¥ es invariante bajo la accion derecha de Fy,

inducida por x.

A continuacién, usamos la observacion anterior para inducir configuraciones de Af*. Fijamos
una biyeccion ®: £ — B. Parax € X, g € G y t € T tales que y,(g) € &, definimos c[z, g, t] € AF*
por

clx, g, t](u) = q)((yx)(h)> (') para cada u € Fy, donde (h,t') = &.(g,t,u).

Notamos que para x € X, g,h € G y t € T tenemos c[hz, g,t] = c[x,h"1g,1].

A continuaciéon definimos una aplicacion g : Aut(Af*) — Aute(ne(X)). Para ¢ € Aut(Af*),
x € X y g€ G definimos

o1 ((lelr 9, (1R) e ) S valo) €€,

* si Yz (g) = *.

((2e(9) w2)) (9) =

Intuitivamente, ¥g(p) no altera las posiciones de las estrellas, y en todas las demés posiciones
lee la configuracion inducida por x en cada cinta, aplica ¢ y actualiza el simbolo de la cinta

correspondiente.

Por el Lema 2.2.2 tenemos que para cada ¢ € Aut(Af*) y z € X, la aplicacion (¢e(p))(yz) €
ne(X). Como ¢ es continua, es claro que 1g(p) es continua. Ademés, la relacion c[hz, g,t] =

c[z,h1g,t] implica que 1e(p) es una aplicacién G-equivariante, por lo que ¥g(¢) € End(ng(X)).

Un calculo directo muestra que la aplicacion ¢ induce un homomorfismo de Aut(Af*) a
End(ng(X)), v asi, de hecho g(p) € Aut(ne(X)). Finalmente, como la posicion de los asteris-

cos se conserva, cada 1g(p) es en realidad un automorfismo tipo huevo, por lo que concluimos que
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Ve Aut(Af*) — Aute(ne(X)) es un homomorfismo.

Argumentemos que )¢ es inyectivo. Sean @1, 2 € Aut(AF*) distintos y seaz = (T,...,T) € %.
Luego, existe z € Al tal que ¢1(2)(15,) # ¢2(2)(1x,). Fijamos algtin a € Ay para h € (y1,..., V)
definimos by, € B como

z(h) sit=t,

bn(t) =
a en otro caso.

Definimos g, = ®~1(by,) € £. Como la coleccién {PW K }her,,... ) s disjunta dos a dos y X es
fuertemente irreducible con constante K, se sigue que existe & € X tal que paracada h € (y1,...,7k)

se cumple

(W) |lw = qn.

Por nuestras definiciones anteriores, se sigue que c[z, 15, t] = z y por lo tanto

@(((wswl))(yx))(lc)) @) = p1(cl 16,7) (1) = #1(2)(1,).

P (((%(wz))(yo:))(lcw‘)) (t) = pa(c[@,16,1])(1x,) = p2(2) (1R, )

Lo que implica que ¥g(p1) # ve(p2), por lo que ¢¢ es inyectivo. O

Nota 4.1.3. Teniendo en cuenta los resultados de incrustaciéon obtenidos hasta el momento, que
nos proporcionan condiciones sobre los grupos G para poder incrustar Aut({0, 1}%) o Aut({0, 1}72)
en Aut({0,1}%), surge naturalmente la pregunta de si estos dos grupos de automorfismos son
isomorfos, es decir, si Aut({0,1}%) = Aut({0,1}72). No obstante, la respuesta es negativa. Salo
demostré en [33] que el problema de la palabra para Aut({0,1}%*) pertenece a la clase co-NP,
véase [32], mientras que para Aut({0,1}2) pertenece a PSPACE, véase en [33]. Esto impide que los

grupos sean isomorfos.

4.2 Incrustaciones en Aut(X) caso no localmente finito o no promediable

La estructura de la demostracion del Teorema E es similar a la del Teorema D, salvo que en
este caso podria no existir una copia incrustada de Fj en G. Esto se soluciona codificando en su
lugar una serie de movimientos geométricos segin un conjunto grande de generadores, como en la
demostraciéon de la Proposicion 4.0.2, y demostrando que con estos movimientos se puede realizar
una copia geométrica inflada de Fj. La principal dificultad radica en que ahora el conjunto de
marcadores tipo huevo debe tener suficiente espacio interno en la yema para codificar este conjunto
de movimientos, mientras que, al mismo tiempo, el conjunto de movimientos crece conforme toma-

mos marcadores tipo huevo con mayor soporte. De ahi la necesidad de tomar un subshift con la
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propiedad TMP fuerte y de cotas explicitas en el lema del marcador.

Antes de abordar la demostracién del Teorema E, necesitamos probar un resultado técnico
(Lema 4.2.2) que establece que los grupos no promediables, en inglés nonamenable, pueden ser
“inflados” arbitrariamente preservando su estructura local de manera geométrica gruesa. Para ello,

recordemos algunas nociones clasicas.

Recordemos que un grupo G se dice no promediable si existe T' €@ G y § > 0 tales que para

todo F' € G, se cumple que:

|FT . F| > 6|F|.

Un célculo elemental muestra que si G es no promediable, entonces se puede encontrar un
conjunto Tp € G tal que |FTp| > 2|F| para todo F' € G (ver [6, Teorema 4.9.2]).

Sea GG un grupo finitamente generado, S € G un conjunto de generadores simétrico y m un

entero positivo. Decimos que A C G es:

» m-separado si para todo g,h € A distintos se cumple dg(g,h) > m.

» m~cubierto si para todo h € G existe g € A tal que dg(g,h) < m.

Observacion 4.2.1. Observemos que todo conjunto maximal m-separado A C G es necesariamente
m-cubierto. Supongamos que no, entonces existe h € G tal que para todo g € A dg(g, h) > m, esto

contradice la maximalidad de A, pues el conjunto A’ = A U {h} también es m-separado.

Un grafo bipartito es un grafo no dirigido I" cuyo conjunto de vértices es la uniéon de dos
conjuntos disjuntos U y V, y todas sus aristas estdn entre elementos de U y elementos de V.
Decimos que I' es localmente finito si el grado de cada vértice es finito. Dado un vértice u en

I, denotamos por N (u) al conjunto de todos los vértices adyacentes a u, y para un conjunto de
vértices A, escribimos N (A) = J,ca N (w).

Un emparejamiento perfecto es una biyeccion ¢: U — V con la propiedad de que (u, p(u))
es una arista para todo u € U. Decimos que I satisface la condicién de Hall si para todo A € U
y B € V, se cumple [N (A4)| > |A] y |N(B)| > |B|. El teorema de emparejamiento de Hall [14]
establece que un grafo bipartito localmente finito admite un emparejamiento perfecto si y solo si

satisface la condicién de Hall.

Lema 4.2.2. Sea G un grupo finitamente generado no promediable y sea S € G un conjunto gene-
rador simétrico. Existe una constante C' > 1 tal que para todo entero positivo m y todo subconjunto

m-cubierto A de G, existe una biyeccion p: G — A tal que

ds(g,0(9)) < Cm, para todo g € G.
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Demostracion. Para n > 0, denotamos por B(n) la bola de radio n respecto a la métrica de la
palabra generada por S. Como G es no promediable, existe Ty € G tal que para todo F' € G,
se tiene |F'Ty| > 2|F|. Sea tg tal que Tp C B(tp), y notemos que |FB(to)| > |FTy| > 2|F|. En

particular, obtenemos que:

|E'B(mito[logs(|S)T)] = |S[™[F].

Como |B(m)| < |S|™, si tomamos C' = tg[logy(|S])], se cumple que:

[EB(Cm)| = [B(m)||F].

Ahora consideremos el grafo bipartito localmente finito I', donde los vértices son la unién dis-
juntade U =Gy V =A,y{g,h} cong € Gyh € A es una arista si y solo si ds(g,h) < Cm.
Una funcion ¢ que satisface las hipotesis del lema esta dada por un emparejamiento perfecto en I'.

Asi, basta verificar que I' satisface la condicién de Hall.

Para todo B € A, el conjunto N (B) C G es al menos tan grande como B porque (h, h) es una

arista para cada h € A. Ahora, para A € GG, observemos que:

N(A)=An ] gB(Cm)=ANAB(Cm).
geA

Como A es m-cubierto, tenemos:

AB(Cm)|

V()| =1anAB(Cm)| > SR

Como |AB(Cm)| > |B(m)||A], obtenemos que |N(A)| > |A|. Asi, se satisface la condicion de
Hall. O

El dltimo ingrediente es el hecho de que todo grupo no promediable contiene una copia “inflada
geométricamente” del grupo libre F. Para esto usamos el siguiente resultado de Whyte [36] sobre la
existencia de acciones tipo traslacion de Fy en grupos no promediables. Recordemos que un grupo
G actua tipo traslacion en un espacio métrico (X, d) si la accion es libre y acotada, es decir, para

cada g € G tenemos que sup,¢cy d(z,g - ) < co.

Teorema 4.2.3 (Teorema 6.1 [36]). Sea G un grupo finitamente generado dotado con una métrica

de la palabra. Entonces, G es no promediable si y solo si G admite una accion tipo traslacion de
Fy.

En el siguiente resultado, usamos dp, para denotar la métrica de la palabra canénica en Fj.
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Lema 4.2.4. Sea G un grupo finitamente generado no promediable, S € G un conjunto generador
simétrico y k > 1. Entonces, existe una constante N > 1 tal que para todo entero positivo m, existe

una sucesion (Yu)uek, de elementos de G que satisface las siguientes propiedades:

1. La coleccion (y,Bs(m))uerF, es disjunta dos a dos.

2. ds(Yus ) < (4m + 2+ dp, (u,v))N para todo u,v € Fj,.

Demostracion. Sabemos por el Teorema 4.2.3 que G admite una accion tipo traslacion de Fo. Como
Fy, se incrusta en Fy para todo k > 1, se sigue que GG también admite una accion tipo traslacion de
Fy. Para cada u € Fj, denotamos ¢, = u - 1¢ al elemento obtenido al actuar por u en la identidad

de G, de modo que {gy}ucr, denota la orbita de la identidad.

Como la accion anterior es libre, se sigue que {gy}ucr, no repite elementos. Ademas, como la

accién es acotada, existe una constante L > 1 tal que

ds(gus gv) < Ldp, (u,v).

Fijemos m y sea A un subconjunto maximal (2m + 1)-separado de G, usando la observacion
elemental 4.2.1, implica que A también es (2m + 1)-cubierto, y por el Lema 4.2.2, existe C' > 1y
una biyeccion ¢: G — A tal que

ds(g,¢(9)) < C(2m+1), paratodoge G.

Para cada u € F}, definimos v, = ¢(gy) y tomamos N = max(C, L). Como {g, }ucF, no repite
elementos y ¢ es una biyeccion, se sigue que {7, }uecr, tampoco repite elementos. Ademas, dado

que cada v, € Ay A es (2m + 1)-separado, se sigue que (7,Bs(m))ucr, es disjunta dos a dos.

Finalmente, por desigualdad triangular, para todo u,v € F} se cumple:

ds(Vu, ) < ds(gus ) + ds(gu, 9v) + ds(gv, 1)
<C(@2m+1)+ Ldp, (u,v) + C(2m + 1)
< (4m+2+dp, (u,v))N. O

Teorema 4.2.5. Sea G un grupo finitamente generado y X un G-subshift fuertemente irreducible

no trivial que satisface la propiedad TMP fuerte. Para todo alfabeto finito A:

(1) Si G es infinito, entonces Aut(A%) se incrusta en Aut(X).

(2) Si G es no promediable, entonces Aut(Af*) se incrusta en Aut(X) para todo k > 1.
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Demostracion. Sea K una constante de irreducibilidad fuerte para X. Fijemos un conjunto gene-
rador simétrico S € G tal que K C S. Para n > 0, denotemos por B(n) la bola de radio n respecto

a la métrica de la palabra generada por S y notemos que K C B(1).
Dividimos la prueba en dos casos y luego unificamos ambos enfoques.

Caso 1: Si G es infinito y promediable, fijamos k = 1 y mostramos que Aut(A*) se incrusta en
Aut(X). Notemos que si la funcién n +— |B(n)| tiene crecimiento lineal, entonces G es virtualmente
Z, (ver [11]) y la conclusion se sigue del Teorema D. Por lo tanto, podemos asumir que la funcién

n — |B(n)| es superlineal y en este caso, elegimos N = 1.

Caso 2: Si G es no promediable, tomamos k > 1 arbitrario y mostramos que Aut(A*) se
incrusta en Aut(X). En este caso, la funcion n — |B(n)| tiene crecimiento exponencial. Escogemos

N > 1 como la constante dada por el Lema 4.2.4 asociada a Gy S.

En ambos casos podemos elegir un entero positivo r tal que:

(a) Existe un conjunto de (B(2r), B(74r))-marcadores tipo huevo para X que realiza Lp(,)(X).

(b) log(| Ly (X)) > 2" log (|A]) + 2k log (| B((296 + T)N)]).

Por el Lema 2.2.8, la condicién (a) se cumple para todo r suficientemente grande. Para la

condicion (b), notemos que:

28 1og (|A]) 4 2k log (|B((296r + 7)N)|) < 2k(log(|A|) + (2961 4+ 7)N log(|S])).

Por la Proposicién 1.2.19 y el hecho de que X es no trivial, tenemos que:

|B(r)[log(| L1}y (X)) |B(r)|log(2)

>
108 (L (X)) ke >

Asi, basta argumentar que para r suficientemente grande:

~ log(2)

Como el lado derecho crece linealmente en r y en ambos casos r — |B(r)| es superlineal, se

(log(|Al) + (2967 + 7)N log(|S])).

sigue que (b) se cumple para r grande.

Ahora consideramos ambos casos simultaneamente. Definimos el conjunto de pistas como
T={T,L}* Parat = (t;)1<i<k € Ty j € {1,...,k}, definimos el j-ésimo giro p;(t) modificando

su j-ésima coordenada de la siguiente manera:



4.2. Incrustaciones en Aut(X) caso no localmente finito o no promediable o1

t; sl 7& j’
(pi(), =T sii=jyt;=1,
L sii=jyt;=T.
Sea D = B((296r +7)N) el conjunto de direcciones y definimos B = D?* x A*. Sabemos, por

(
la condicion (a), que existe un conjunto £ de (B(2r), B(74r))-marcadores tipo huevo para X que

realiza Lp(,)(X), y por la condicién (b), se cumple que:

k
E'| > |Lpy(X)| = |A]*|DI** = |B].

Por lo tanto, podemos extraer un subconjunto de marcadores tipo huevo & C &£’ con |E]| = |B|

y fijar una biyeccion ®: &€ — B.

Sea Ag = £ U {x} y definimos la aplicacion ng: X — (Ag)¢ dada por:

1 .
g txlw sig T x|lw €€,
ne(x)(g) =

* en otro caso.

Asi, ng(X) es el modelo tipo huevo asociado a (X, £). Sabemos por el Lema 2.2.4 que el grupo de
automorfismos tipo huevo Autg (ng (X)) se incrusta en Aut(X). Asi, basta demostrar que Aut(A*)
se incrusta en Autg(ng(X)).

Dado d € D%, escribimos d = (d;',d]?, ... ,d,;l,df). Ademas, para ¢ € £ tal que ®(q) =
(d,w) € D?* x A%, y parai € {1,...,k}, escribimos:

5q)=d, bi(q)=d;', fi(e)=4d ", vy tlq)=w().

Recordemos que b, f € D?* son punteros, mientras que 6,t € A% son simbolos. Para facilitar la

notacion, dados z € X y g € G, escribimos y, = ng(z). Decimos que z en g es:
» j-consistente hacia adelante, si y,(g) € &, y.(gfi (yw(g))) € £ y ademas:

(i (y2(9)) ™" = b3y (9Fi(wa(9)))-

= i-consistente hacia atras, si y;(g) € £, y2(9bi(y2(9))) € € y ademas:

(6:(y2(9))) ™" = Filua (b (v2(9)))-

Ahora, paraz € X yi € {1,...,k}, definimos la aplicacion cinta transportadora f; , € Sym(G x

%) como:
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(gfi(x(g)),t) sit; =T y x en g es i-consistente hacia adelante,
fiz(9,t) =  (gbs(z(g)),t) sit; = Ly x en g es i-consistente hacia atras,
(9, pi(t)) en otro caso.

De manera similar a la demostracion del Teorema D, las aplicaciones f; , son invertibles y, por
lo tanto, son verdaderos elementos de Sym(G x %), por lo que inducen una acciéon derecha de Fj,
sobre G x ¥ donde el generador a; acttia mediante f;,. Para u € Fj y (g9,t) € G x T, escribimos

&x(g,t,u) para el elemento de G x T obtenido por esta accion.

Para cada z € X, g € G y t € T tal que y,(g) € &, definimos c[z, g,t] € AT por:

clx, g,t](u) = @(yz(h))(t') para todo u € Fj,, donde (h,t") = &.(g,t,u).

Un calculo directo muestra que para x € X, g,h € G y t € T se tiene que clhx,g,t] =
clz,h=1g,t].

A continuacion definimos la aplicacion ¢g: Aut(Afk) — Aute(ne(X)). Para ¢ € Aut(Af*),
xz € X y g € G definimos:

o1 (8(ua(9)), (#(cle, 9. (1)) s ) S 1alg) € &,

* si Yu(g) = *.

((e(9) w2))(9) =

Por el Lema 2.2.2 tenemos que para cada ¢ € Aut(Af+) y 2 € X, el elemento (ve(¢))(ya) €
ne(X). Es claro por definicion que ¥g(p) es continua, y su G-equivarianza se sigue del hecho de que
clhx, g,t] = c[x,h~tg,t], por lo tanto ¥g(¢) € End(ne(X)). Ademés, 1)¢ induce un homomorfismo
de Aut(Af*) en End(ne (X)), y asi 1e(p) € Aut(ne(X)). Finalmente, como la posicion de las estre-
llas se preserva, cada 1g(p) es en realidad un automorfismo tipo huevo, y por lo tanto concluimos
que vg: Aut(AF*) — Aute(ne(X)) es un homomorfismo.

Mostremos que g es inyectiva. Sean 1, o2 automorfismos distintos en Aut(A™*) y z € Af*
tal que ¢1(2)(1F,) # w2(2)(1F,). Para la siguiente parte, separamos nuevamente el analisis en dos

Casos.

En el caso (1), como G es infinito, existe una geodésica bi-infinita (g;)icz (es decir, tal que
para i,j € Z, \gi_lgj\g = |i — j|). Para i € Z, elegimos 7; = g(148,+2); y notamos que la colec-
cion {7;B(74r)K }icz es disjunta dos a dos, pues B(74r)K C B(74r + 1), y ademés, |y; 'yi—1| =
\'yi_lvi+1| = 148r + 2 < (2967 + 6) N, por lo tanto ambos ’Yi_l’)/i—l y fyi_l%url estan en D. A través

de la identificacion canoénica Z =2 F, reescribimos la coleccion como {7y bucr, -

En el caso (2), usamos el Lema 4.2.4 con m = 74r 4+ 1 y obtenemos una coleccion {7y, }uer,
de elementos de G que satisfacen que (v, B(74r + 1))ucr, es disjunta dos a dos, y |y, 17| <
(296r + 6 + dp, (u,v))N para todo u,v € Fj. En particular, se sigue que (v,B(74r)K)ycF, es
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disjunta dos a dos y que para cualquier i € {1,...,k} y generador a; de B, tenemos

Vo Ve < (2967 + )Ny |y ty,,-1| < (2967 + T)N.

U/(I,L-
Por lo tanto, tanto szlfyua_q como v, 'Yy, estan en D.

Ahora continuamos con ambos casos simultaneamente. Fijamos algin b € A. Para u € Fj,
definimos (dy,w,) € D?** x A¥ como:

dy = (’7171’)/“@1—1 ) ’7;1'}%@17 s 77;1’7ua]:1771:1’7uak)7

0 z(u) sit=(T,...,T).
wy(t) =
b en otro caso.

Parau € F}, definimos g, = ®~1(dy, wy). Como X es fuertemente irreducible y {7, B(747) K }ucF,
es disjunta dos a dos, existe x € X tal que (v, 'z)| B(74r) = Qu para cada u. Por construccion, se

sigue que c[az,vle, (T,...,T)] =z vy, por lo tanto,

((elen) @) an) # ((e(02)) W) ) (1)

Asi, e (p1) # Ye(p2), lo cual demuestra que g es inyectiva. Concluimos que Aut(AF*) se incrusta

en el grupo de automorfismos tipo huevo Autg(ng(X)), por lo tanto, se incrusta en Aut(X).

O

Demostracion del Teorema E. Sea K la constante de irreducibilidad fuerte para X. Si G no es
localmente finito, tomamos H < G como un subgrupo infinito finitamente generado que contiene a
K. Si ademés GG es no promediable, tomamos H < G como un subgrupo no promediable finitamente
generado que contiene a K (notemos que los grupos localmente promediables son promediables |6,
Corollary 4.5.11]). Sea X | = {z|g : € X} y notamos que también es no trivial. Por la Proposicion
1.3.9 tenemos que K también es una constante de irreducibilidad fuerte para X|g, que X|g tiene
la propiedad de ser TMP fuerte y que Aut(X|z) se incrusta en Aut(X). El resultado se sigue
aplicando el Teorema 4.2.5 a X|p.

O

Todos los resultados en la Seccién 4 se refieren a la incrustaciéon del grupo de automorfismos
de un full shift en un grupo libre. Una pregunta natural es si esto se puede extender a subshifts

fuertemente irreducibles y a grupos que no sean libres.

Pregunta 4.2.6. jBajo qué condiciones los grupos de automorfismos de dos subshifts fuertemente

irreducibles (en el mismo grupo) se incrustan uno en el otro?

En particular, serfa interesante saber cuando el grupo de automorfismos de un Fj-subshift fuer-
temente irreducible se incrusta en Aut({0, 1}**). Una condicién natural para la pregunta anterior (al
menos cuando el grupo es residualmente finito) seria pedir érbitas periddicas densas y condiciones

de tipo finito.
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Pregunta 4.2.7. Sea G un grupo infinito no localmente finito. ;Se incrustan Aut({0, 1}%) y Aut({0,1,2}%)

uno en el otro?

El principal problema con esta pregunta es que la técnica de la cinta transportadora no se puede
extender de manera natural mas alla de los grupos (virtualmente) libres. No conocemos técnicas

alternativas para abordar esta pregunta en grupos generales.
A continuacion, nos preguntamos sobre las hipotesis necesarias para demostrar el Teorema E.

Pregunta 4.2.8. jSe puede eliminar o debilitar la condicién de TMP fuerte en el Teorema E?

Sospechamos que, al menos en el caso no localmente finito, la respuesta podria ser afirmativa.
De hecho, digamos que un grupo contable G tiene la propiedad (©) si existe M > 1 tal que para
todo F' € G, existe S € G con |S| < M y (g:)icz tal que la coleccion {g;F'}icz es disjunta dos a
dos y g{lgiﬂ € S para todo i € Z.

Usando el Lema 4.1.1, se sigue que un grupo G tiene un elemento libre de torsiéon si y solo si
satisface la propiedad (V) con M = 1. No es dificil ver que un grupo de torsién con la propiedad
(V) satisfaria el teorema de incrustacion sin la hipotesis de TMP fuerte (en la demostracion del
Teorema 4.2.5, se tomaria como conjunto de direcciones {1, ..., M} e interpretaria adecuadamente
segtn el marcador). Sin embargo, no conocemos ejemplos de grupos de torsion que satisfagan la

propiedad ().

En los Teoremas D y E, nos centramos en demostrar que el grupo de automorfismos de un
Fy-full shift se incrusta en otro grupo de automorfismos. Sin embargo, esto habria sido intutil si en

realidad Aut({0,1}72) se incrusta en Aut({0,1}%).
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