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Introduccion

En este trabajo, realizado para obtener el grado de magister en ciencias en la espe-
cialidad de matematica, se presentardn ejemplos y resultados derivados del anélisis
de una direccién de investigacion que dejo el matematico Rufus Bowen en sus notas
recopiladas tras su deceso. Los alumnos de Bowen encontraron estas notas plantea-
das en un manuscrito, las cuales posteriormente fueron transcritas en [1].

Rufus Bowen

A continuacién presentaremos el problema 108 tal como lo escribié Rufus Bowen en
sus notas.
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La transcripcién expuesta en [1] es la siguiente.
Sea un grupo G dado por un generador S y relaciones. Considere el conjunto V' de
palabras infinitas reducidas (de un solo lado o de dos lados).

i) ¢Quées V?

ii) ¢V es intrinsecamente ergddico?
iii) ¢Qué es la Entropia de V?

La investigacion se enfocard en los puntos i) y iii) y serd estudiada principalmente
bajo la lupa de la dindmica simbdlica, la teoria de grupos y la calculabilidad. En el
punto i) el interés radica en analizar la relacion entre las estructuras dindmicas y las
caracteristicas de los grupos respectos a sus generadores. Con respecto al punto iii)
buscaremos determinar si es una propiedad del grupo o bien, si depende de la elec-
cién de generadores de este. Nos interesaremos también en los distintos valores que
puedan obtenerse de esta forma y en posibles interpretaciones dindmicas y combina-
toriales.



Preliminares

En este capitulo se introducirdn las nociones claves para comprender el proble-
ma 108 que fue planteado por Rufus Bowen, ademads de introducir las herramientas
que fueron utilizadas para proporcionar una respuesta. Se comenzara dando una bre-
ve introduccién a la dindmica simbdlica, centrada en los espacios de shift, luego se
relacionard la complejidad de los lenguajes que generan estos espacios con la teoria
de computabilidad. Finalmente, se explorara propiedades de las presentaciones de
grupos y se introducira brevemente los grupos hiperbélicos en el sentido de Gromov.

1.1

Sistemas Dinamicos

El movimiento de un péndulo es determinado por el &ngulo con la vertical y su
velocidad angular. Si consideramos un conjunto M que contenga todas las posiciones
y velocidades del péndulo, podremos analizar su movimiento a medida que trans-
curre el tiempo, enumerando cada instante de tiempo analizado. Asi tendremos una
fotografia para cada instante y cada fotografia dependera de la anterior. Llamaremos
a este conjunto espacio de fase. Ademds, al considerar una funcién ¢ : M — M tal
que si x € M describe un estado en un instante t, entonces o (x) describe el estado en
el tiempo to + 1, 0%(x) en to + 2, y asi sucesivamente.

Para estudiar el sistema, serd de interés analizar las iteraciones sucesivas de ¢. Lo
anterior lo formalizaremos de la siguiente manera.

Definicién 1.1. Un sistema dindmico (M, o) es un espacio métrico compacto M junto
con una funcién continua o : M — M. Si o es un homeomorfismo, diremos que (M, o)
es un sistema dindmico invertible.
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1.1.1.
Dindmica Simbélica

La dindmica simbdlica es una rama de los sistemas dindmicos, se origin6 como
método para estudiar sistemas dindmicos generales, esto se realizé mediante la dis-
cretizacion tanto del espacio como del tiempo. La idea es particionar el espacio de fase
en un namero finito de conjuntos y hacer un seguimiento de en qué conjunto se en-
cuentra el estado del sistema en cada instante de tiempo. Cada conjunto esta asociado
con un simbolo y de esta manera se describe la evolucién del sistema mediante una
secuencia infinita de simbolos. Esto da lugar a un sistema dinamico ”“simbdlico” que
refleja y nos ayuda a comprender el comportamiento dindmico del sistema original.
Las técnicas e ideas han encontrado aplicaciones en el almacenamiento y transmisién

de datos [2].
A continuacién describiremos un tipo de sistema dindmico llamado espacio de shift.

1.2
Espacios de shift

Primero comenzaremos con un conjunto de simbolos A que llamaremos alfabeto,
para nuestros fines este conjunto serd finito. Consideremos una secuencia bi-infinita
de simbolos de A, la cual denotaremos como (x;);cz vy graficamente en una dimension
se pueden representar de la forma

X = ... X_2X_1XpX1X2 ...
Dada una secuencia bi-infinita (x;);cz y enteros i < j, denotaremos una seccion de la
secuencia bi-infinita por

x[i,]-] = XiXj41. .. x]',1Xj.

Si pensamos solo en una secuencia infinita hacia la derecha, la denotaremos por

Xlico) = XiXip1Xi42 - - -
de forma andloga para las secuencias infinitas a la izquierda. Las secuencias finitas de
la forma x|; ; las llamaremos palabras.

Definicién 1.2. Si A es un alfabeto finito, entonces un full A-shift, o full shift es la colec-
cién de todas las secuencias bi-infinitas de simbolos de A. Los full shift se denotaran

por
.AZ = {x = (xl')iez X € A Vie Z}
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Definicién 1.3. Dado un alfabeto .4, el conjunto de palabras de largo # lo denotaremos
A" El conjunto de palabras sobre A se denota

.A*: UAH

nelN

La palabra de largo cero (en este trabajo 0 € IN), es decir, la palabra asociada a la
funcién con dominio vacio, la denotamos por e.

Como queremos estudiar la dindmica de las secuencias bi-infinitas de A%, definire-
mos una aplicaciéon que llamaremos shift.

Definicién 1.4. El shift es la aplicaciéon ¢, dada por
o A" — AZ
o(x)i = i1

Dada una secuencia bi-infinita (x;);cz, al aplicar el shift de manera sucesiva podre-
mos observar si la secuencia tiene algtn tipo de regularidad dindmica, esto motiva la
definicién de 6rbita de una secuencia bi-infinita bajo c.

Definicién 1.5. Dada una secuencia bi-infinita x € A%, la 6rbita de x bajo o se define
como

Orby(x) = {c"(x) :n € Z}

Una secuencia bi-infinita x € A%, se dice periédica por o, si 0”*(x) = x para algtn
n > 1, diremos que x tiene periodo n bajo ¢. Si o(x) = x, entonces llamaremos a x
punto fijo por ¢.

1.2.1.

Topologia de A%

Una manera de definir la topologia de A%, es considerar.4% como espacio métrico
al definir la distancia entre dos secuencias bi-infinitas x,y € AZ como

d(x,y) = Z*inf{\n|:n € Z, xn#yn}

Observacién 1.6. Notemos que la métrica descrita anteriormente es una ultramétrica.
Los abiertos proporcionados por la distancia anterior inducen la topologia prodiscreta
en el espacio AZ. En otras palabras, la topologia producto inducida por la topologia
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discreta de A. Tendremos que la base de esta topologia estd dada por los cilindros.
Dado F C Z finito y p € AF el cilindro dado por p es

[p] = {x € A% : x[r = p}

A la funcién p se le denomina patrén. Notemos que en particular toda palabra es un
patrén. Con lo anterior tendremos que AZ es un espacio compacto como consecuencia
del teorema de Tychonoff. Ademas, la funcion definida en[I.4]es continua y, por tanto,
el par (A%, ) es un sistema dindmico.

Ahora estudiaremos los subconjuntos del full shift que preservan la dinamica del shift
y que, por lo tanto, inducen nuevos sistemas dindmicos.

Definicién 1.7. Diremos que X C A% es un subshift si es cerrado bajo la topologia
prodiscreta y o-invariante.

Notemos que el conjunto vacio @ y el full shift .AZ son ejemplos triviales de subshifts.
A continuacién daremos algunos ejemplos adicionales

Ejemplo 1.8. Dado x € A%, Orb,(x) es un subshift.

Ejemplo 1.9. Consideremos X C {0,1}% tal que
X={xc{0,1}2:Vme€Z, sixy =1= x41 =0}

El espacio X es claramente o-invariante, argumentemos que es cerrado. Sea (x,)neN
con x, € X tal que x, — y con y € {0,1}#. Supongamos que existe m € Z tal que
Yym =1,seaN € NtalqueVn > Nyyu = (Xn)m ¥ Ym+1 = (Xn)m+1, luegoVn > N,
(Xn)m = 1, como x,, € X, se tiene que (x,)+1 = 0, por tanto, y,+1 = 0.

Teorema 1.10. Un conjunto X C A% es un subshift si y solamente si existe un conjunto de
palabras prohibidas F = {p;}ic; tal que

X =Xz =A%\ |J o"([pi])
meZ,
i€l

Demostracion. Sea F = {p;}ic; y consideremos
Xy =A%\ |J o"(Ipi)

me-Z,
iel
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Notemos que 0™ ([p;]) es abierto para todo m € Z, entonces

U " (lpi])
g

es abierto, por tanto, X r es cerrado. Ademas,

o(XF) = o(A®)\e( U "([pi]))

meZ,
i€l

=A%\ {J " ([pi)

me-Z,
iel
— X]_-

Por lo tanto, obtenemos que X r es un subshift.
Ahora, si X es un subshift, entonces X es cerrado, por tanto, existe un abierto ¢/ tal
que

X = AZ\U

Como los cilindros son base,
U =Ulpil-
iel
Todo cilindro puede escribirse como unién de cilindros dados por palabras. En efecto,
dado p € Af basta tomar como soporte la envoltura convexa conv(F) de F y tenemos
que [p] se escribe como la unién de los [w] donde w: conv(F) — Ay w|p = p. Luego,
supondremos sin pérdida de generalidad que los p; son palabras.
De lo anterior se sigue que
X = A%\ JIp]
icl

Ademéds X es g-invariante, por tanto,

X = A"\ Ulpi]

iel

=A%\ {J "([pi)
g

De donde obtenemos que X = X para la colecciéon F = (p;)ict- |

Definicién 1.11. Un shift de tipo finito (SFT) es un subshift que se puede describir
por un conjunto finito de palabras prohibidas, es decir, X = X es un subshift con F
finito.
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Notemos que el subshift definido en el ejemplo (1.9 se puede caracterizar a través de
palabras prohibidas, donde F = {11}, es decir, no existen dos symbolos 1 sucesivos
en las secuencias de ademds como el conjunto de palabras prohibidas es finito, se
sigue que es un subshift de tipo finito. Luego podemos escribir

X={xec{0,1}2:YmecZ, sixy =1= xp41 =0}
= Xy

El teorema anterior nos entrega una forma mds amigable de estudiar los espacios de
shift y una rapida visualizacién de los shift de tipo finito, la que es una estructura
dindmica de interés, de hecho en [2] la definicién 1.2.1 entrega la nocién de espacio
de shift a través de las palabras prohibidas.

Seanw € A*y x € A%, diremos que w  x (w es sub-palabra de x) si existe n € Z tal
que 0" (x) € [w].

Definicién 1.12. Sea X C A%, denotaremos por L, (X) al conjunto de todas las pala-
bras de largo n de puntos x € X, es decir

Ly(X) ={we A" : existe x € X tal que w C x}.

El lenguaje de X es la coleccion

qmzﬁgmy
n=0

Ejemplo 1.13. Consideremos X ;1) subshift definido en el ejemplo el lenguaje de
este subshift es de la forma

{€,0,1,00,01, 10,000,001, 010,100,101, .. .}.

Si analizamos la secuencia, notaremos que |£1(X(11y)| = 2, [L2(X11y)| = 3, [£3(Xa1y)| =
5, y mds generalmente que se tiene que paran > 2,

Ln(Xp1y) = La1(Xpny) + La—2(Xpny)-

Es decir, |£,(X{11))] sigue la sucesién de Fibonacci. Por esa razén que el subshift
X{11) es llamado en ocasiones subshift de Fibonacci (o golden mean shift) y denotado
por Xkip.

La siguiente proposicion es elemental y se puede encontrar su prueba en [2]. Para
conveniencia del lector, daremos un esquema de la prueba.
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Proposicién 1.14. Sea X un subshift y £ = £(X) su lenguaje.
1. Siw € L, entonces

a) Toda subpalabra de w es una palabra de L.
b) Existe u,v € L distintas de €, tal que uwv € L.

2. Los lenguajes de un subshift estan caracterizados por (1). Es decir, si £ es una
coleccién de palabras sobre A, entonces £ = L£(X) para algtn subshift X siy
solo si L satisface (1).

3. Loslenguajes de un subshift determinan los subshift. De hecho, para todo subshift
X = X[ (x)e- En conclusién, dos subshift son iguales si y solo si tienen el mismo
lenguaje.

Demostracion. Probaremos los tres enunciados.

1. Siw € L(X), entonces w aparece en una secuencia x € X, digamos w = X[i j]
para algtin i < j. Cada sub-palabra de w también aparece en x, por tanto, cada
sub-palabra pertenece a £(X). Ademads, tomando u = x;_1 y v = x;; tenemos

que uWwv aparece en x pues UwWv = X[;_1 j;1), Por tanto, uwv € L(X).

2. Consideremos £ una coleccién de palabras que satisfacen la condicién 1 y sea
X = Xrc. Mostraremos que £ = L(X), es claro que £(X) C L. Reciprocamente,
consideremos w = xgx1 - - - X € L aplicando la condicién 1(b) la cantidad de
veces necesarias, podemos encontrar simbolos x; con j > my x; con i < 0 tal
que X;---Xj € L. Por compacidad, iterar este proceso nos permite obtener una
configuraciéon x € AZ. Por la condicién 1(a), tendremos que cada sub-palabra
de x = (xj);cz pertenece a L. Asi x € Xrc, probando que £ C L(X).

3. Si x € X, ninguna palabra aparece en x estd en L(X)¢, ya que L£(X) contiene
todas las palabras que aparecen en todos los puntos de X. Por lo tanto, x €
X (x), mostrando que X C X (x)c. Reciprocamente, dado que X es un espacio
de shift, existe una colecciéon F tal que X = Xr. Si x € Xrc, entonces cada
palabra en x debe estar en £(X) = L(Xr) y, por lo tanto, no puede estar en F.
De este modo, x € Xz, probando que X = Xz C Xy (x)c.

Observacion 1.15. Sea X un subconjunto del full shift. Entonces X es un subshift si y
solo si para todo x € X toda subpalabra w C x, pertenece al lenguaje de X, es decir,
w € L(X). Esto es equivalente a la condicién (3) de la proposicién|1.14}
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Definicién 1.16. Un subshift X es irreducible si para todo par de palabras ordenadas
u,v € L(X) hay una palabra w € £(X) tal que uwv € L£(X).

Ahora definiremos una transformacién en un subshift que agranda el tamarfio del al-
fabeto. Las nuevas letras seran palabras de la forma x[;; ;j con k > 0. A este objeto se
le denomina shift de palabras superiores, el cual proporciona una descripcién alterna-
tiva del mismo espacio de shift (en términos formales, da un sistema topolégicamente
conjugado al original).

Sea X un espacio de shift sobre un alfabeto .A. Denotaremos por Ag?] = L,(X) al
conjunto de palabras de largo n en X. Consideremos .Ag?] como alfabeto del full-shift
(Al")Z, ademas definimos el c6digo n-ésimo de palabras superiores

Bu: X — (AMHZ
tal que
(Bn (X)) = X[ijitn—1]

Definicién 1.17. Sea X un espacio de shift, el espacio de shift n-ésimo de palabras
superiores X", es la imagen del c6digo n-ésimo de palabras superiores, es decir,
X[ = B,(X) en el full-shift (Al")Z

Notemos que en los términos consecutivos de (A")Z que se entregan en el codigo
n-ésimo de palabras superiores se superponen.

Ejemplo 1.18. Sea X el subshift definido en el ejemplo (1.9, entonces el alfabeto de X2/

A2 ={[o)- 1) B}

. _ (O] [1] [O] (0] [Of (O] |1} |1
El conjunto de palabras prohibidas F = { [O] {O] , ll] {0} , {J {11 , {01 {0} }, pues

el shift n-enesimo de palabras superiores superpone palabras de largo dos y al conca-
tenar no coinciden el segundo término que la primera letra con el primer término de
la segunda letra.

La siguiente proposicién muestra que el espacio de shift n-ésimo de palabras supe-
riores de un espacio de shift es un espacio de shift. La prueba de esta proposicién la
podemos encontrar en 1.4.3 de [2].

Proposicién 1.19. El espacio de shift n-ésimo de palabras superiores de un espacio de
shift, es un espacio de shift.



1.2. Espacios de shift 10

Como ya tenemos formas equivalentes de analizar un espacio de shift, es importante
introducir las nociones de morfismo entre los espacios de shift.

Definicién 1.20. Consideremos X e Y dos subshift. Una funcién ¢: X — Y continua
tal que

poo=00¢
se dice morfismo entre X e Y.

= Si ¢ es sobreyectiva, diremos que es un factor.
= Si ¢ es inyectiva, diremos que es un encaje.

» Si ¢ es biyectiva, diremos que es una conjugacién topolégica.

1.2.2.
Tipos de Subshift

Como vimos en el teorema los espacios de shift pueden ser descritos por con-
juntos de palabras prohibidas y si este conjunto era finito, entonces el subshift lo lla-
mariamos de tipo finito. No obstante, existen mds caracterizaciones para los subshift
de tipo finito y de otros tipos de subshift como los de tipo séficos y efectivos.

Definicién 1.21. Un shift de tipo finito es M — step o (de memoria M), si se puede
describir por una coleccién de palabras prohibidas, las cuales tiene largo M + 1.

Una motivacion a la definicién anterior es la siguiente: si en el conjunto de palabras
prohibidas de un subshift de tipo finito existe una palabra de largo M + 1; Una maqui-
na que lee las palabras de izquierda a derecha necesitard M lecturas previas para iden-
tificar si una palabra u de largo n > M contiene una palabra prohibida. Esto se vera
justificado mds adelante cuando introduzcamos los autématas finitos deterministas.

Proposicién 1.22 (Proposicion 2.1.7 [2]]). Si X es una subshift de tipo finito, entonces
existe M > 0 tal que X es de memoria M.

El lenguaje de un subshift de tipo finito se caracteriza por la propiedad de, si dos
palabras se superponen lo suficiente, entonces se pueden unir a lo largo de su super-
posicién para formar otra palabra en el lenguaje.

Teorema 1.23 (Teorema 2.1.8 de [2]]). Un espacio de shift X es un subshift de tipo finito de
memoria M si y solo si, para toda palabra tal que |v| > M, para todo par de palabras u, w, tal
que las concatenaciones uv, vw € L(X), entonces uvw € L(X).
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El teorema anterior es una herramienta ttil para probar cuando un subshift no es de
tipo finito, a esta herramienta se denomina teorema de palabras sincronizantes.

Ejemplo 1.24. Consideremos el subshift X C {0,1} tal que entre dos simbolos 1 hay
una cantidad par de simbolos 0, es decir,

X = Xpq020411 : n>0}

Notemos que el conjunto de palabras prohibidas a priori no es finito, de hecho mostra-
remos que no se puede describir a través de un conjunto finito de palabras prohibidas,
es decir, no es un subshift de tipo finito. Para esto consideremos m > 1y v = oZm+1
entonces las concatenaciones 102”1 y 02"+11 € £(X), pero 102" +11 ¢ L£(X).

Al subshift anterior se conoce como Even shift.

Definicién 1.25. A un subshift Y C AZ le diremos séfico si existe X C A% SFT y un
morfismo ¢ factor tal que ¢: X — Y.

Como ya hemos mostrado que even shift no es de tipo finito, ahora demostraremos
que es de tipo soéfico.

2]

Ejemplo 1.26. Consideramos X } que es de tipo finito y Xyjp2u+19.,50y €ven shift,

{11
consideremos el morfismo ¢: Xﬁ]l} — X{qp2n+11:4>0) tal que para x € Xﬁl )
]. Si x” — 0 ’
0
P(x)n = 1 0
0 six, = 0 00Xy = [1]

Notemos que ¢ es factor, por tanto, Xyjp2u+11 . ,>0) €s un subshift de tipo séfico.

Una forma distinta de definir los shift de tipo séfico es a través de un criterio respecto
a las palabras que pueden seguir a la derecha de otra.

Definicién 1.27. Sea X un espacio de shift y w € £(X). El conjunto de seguidores a la
derecha de w en X denotado por Fx(w), es el conjunto de todas las palabras v € £(X)
que pueden seguir de w € L(X), es decir,

Fx(w) ={ve L(X):wve L(X)}

La colecciéon de todos los conjuntos de seguidores a la derecha de X, la denotaremos

por
Cx ={Fx(w) :we LX)}
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Teorema 1.28 (Teorema 3.2.10 de [2]). Un subshift X es de tipo séfico si y solo si la cantidad
de conjuntos de seguidores a la derecha es finito, es decir, |Cx| es finito.

Ejemplo 1.29. Consideremos el subshift X definido en el cual ya mostramos que
es de tipo séfico en el ejemplo entonces debe tener una cantidad finita de segui-
dores a la derecha, los cuales son 3. En efecto, para w € £(X), se tiene

Fx(0)  Siwno contiene el simbolo 1,
Fx(w) = Fx(1) Siw termina en 102k para algan k > 0,
Fx(10) Si w termina en 10%**! para algtin k > 0.

El Teorema nos permite definir los espacios de secuencias bi-infinitas a través de
sus palabras prohibidas. Si consideramos el conjunto de palabras prohibidas, recursi-
vamente enumerable (en la seccién de calculabilidad encontraremos la definicion de
maquina de Turing y de conjunto recursivamente enumerable), obtenemos una nueva
estructura dindmica.

Definicién 1.30. Un subshift X C A% se dice efectivo si puede ser definido por un
conjunto de patrones prohibidos que es recursivamente enumerable, es decir, que es
enumerado por una maquina de Turing.

1.2.3.
Grafos de espacios de shift

Los grafos son una herramienta matematica que permite representar visualmente
las relaciones entre objetos. Estos necesitan un conjunto de vértices y otro conjunto
de arcos o aristas que conectan los vértices, los grafos pueden tener una direccién
determinada o no.

Definicién 1.31. Un grafo G es un conjunto finito de vértices V(G) y un conjunto
finito de aristas o arcos £(G) y dos funciones i : £(G) — V(G), t: £(G) — V(G).

La interpretacion es que todo arco e € £(G) inicia en el vértice i(e) y termina en el
vértice t(e). Usualmente las funciones i, t las representaremos visualmente con flechas
entre los vértices.

Dado un grafo G con vértices V(G), denotaremos Aj; a la cantidad de aristas o arcos
de un vértice I € V(G) aunotro | € V(G).

Ejemplo 1.32. Consideremos el grafo G con conjunto de vértices V(G) = {1,2} y
conjunto de aristas £(G) = {a,b, c} tal que
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c

Ejemplo 1.33. Consideremos el grafo G; con conjunto de vértices V(G1) = {Cy, C1,Ca}
y conjunto de aristas £(G1) = {0,1} tal que

Definicién 1.34. Dado un grafo G con vértices V(G), Llamaremos matriz de adyacen-
cia de un grafo G a la matriz con la cantidad de aristas o arcos de un vértice I € V(G)
aunotro | € V(G) para todo I,] € V(G). Denotaremos A a la matriz de adyacen-
cia de un grafo G. En un grafo llamaremos a un vértice I € V(G) estancado, si no
comienzan aristas en I o no terminan aristas en I, entonces diremos que un grafo es
esencial si no posee vértices estancados.

La matriz de adyacencia de un grafo es una herramienta que proporciona informacién
de las conexiones de los vértices del grafo, la cual serd de importancia para estudiar
propiedades de los espacios de shift.

Ejemplo 1.35. La matriz de adyacencia del grafo G representado en es de la forma

11
o= (10
La matriz de adyacencia para el grafo G; representado en es

110
Ag, =10 1 1
010
Notemos que las matrices de adyacencia Ag y Ag, son esenciales, pues no poseen
vértices estancados, ademads no tienen ni filas ni columnas de 0.
Asi como un grafo induce una matriz de adyacencia, también existe una nocién de
grafo asociado a una matriz no negativa.
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Definicién 1.36. Sea A = [A[j]1<1j<» una matriz con entradas enteras no negativas
de tamano n x n. El grafo asociado a A es el grafo G = A(G) = G4, donde el conjunto
de vértices V(G) = {1,2,3,- - -n}, y la entrada Aj; denota la cantidad de aristas que
inician en el vértice I y termina en el vértice J.

Definicién 1.37. Un camino 71 = eje;...e,; en un grafo G es una coleccién finita de
arcos ¢; € £(G) tal que t(e;) = i(ejr1) paral < i < n—1, el largo es el namero de
arcos de la secuencia finita, es decir, si 1 = eje; ... ey, entonces || = n. Un ciclo es
un camino que comienza y termina en el mismo vértice del grafo, Ademds, para cada
vértice I € G existe la palabra vacia €; de largo cero, que comienza y termina en el
mismo vértice.

Definicién 1.38. Sea G un grafo con conjunto de aristas £(G). El shift de arcos X de
un grafo G, es el shift sobre el alfabeto A = £(G) definido por

X ={¢=(8)icz € £(G)” :i(¢;) = t(Ei1), paratodoi € Z}

En otras palabras, el shift de arcos de un grafo G representa el espacio de caminos
bi-infinitos en G.

Proposicién 1.39 (Proposicion 2.2.6 [2]). Si G es un grafo con matriz de adyacencia A,
entonces el shift de arcos X es un shift de tipo finito de memoria 1.

Demostracion. El shift de caminos X es de tipo finito, pues podemos considerar como
alfabeto A = £(G) y conjunto de palabras prohibidas, F = {ef :¢,f € A, t(e) #
i(f)} un conjunto de palabras de largo 2, luego por la definicion tenemos que
toda secuencia ¢ € AZ esta en X cuando ninguna palabra pertenece a F, entonces
X = Xr, por tanto, X es un shift de tipo finito y como las palabras prohibidos son
de largo 2, tenemos que X es de memoria 1. u

Proposicién 1.40 (Proposicién 2.2.10 de [2]). Dado un grafo G, entonces existe un
tnico subgrafo H esencial tal que

Xg =Xy

La prueba de la proposicién anterior consiste en definir como subgrafo H al grafo con
conjunto de arcos £(H) = £(G) y conjunto de vértices V(H) = {i(e) :e € E(H)}, es
decir todos los vértices que son inicio de un arco en £(G), con lo anterior se tiene un
subgrafo donde todo camino bi-infinto en X ahora es un camino bi-infinito en Xy,.

Esta proposicién nos sirve para reducir la matriz de adyacencia quitando las filas o
columnas asociadas a los puntos estancados de un grafo G y asi obtener una matriz
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esencial reducida de un subgrafo H que representara el mismo espacio de shift de
arcos del grafo G.

Diremos que un grafo G es irreducible si para todo para de vértices I, ] € V(G), existe
al menos un camino 7t que comienza el vértice I y termine en el vértice J.

Proposicién 1.41 (Proposicion 2.2.14 de [2]]). Un grafo esencial es irreducible si y solo
si el shift de arcos asociado al grafo es irreducible.

Demostracién. Sea G un grafo irreducible, y 7, T € L(X) tal que 77 termina en un
vertice I y T comienza en un vértice . Dado que G es irreducible, existe un camino w
€ L(X¢) entre [ y J. Entonces 7twT es un camino en G tal que nwt € L£(Xg).
Ahora supongamos que G es esencial, y que X es un shift irreducible. Sea I | vertices
de G, dado que G es esencial, existen aristas e y f tal que e termina en I y f comienza
en J. Como X es un shift irreducible, se tiene que existe una palabra w tal que ewf €
L(X¢), entonces w es un camino en G de I hasta ], por tanto, G es un grafo irreducible.
|

De las proposiciones anteriores, se puede deducir el siguiente teorema que mues-
tra que los shift de tipo finito pueden siempre representarse mediante shifts de arcos.

Teorema 1.42 (Teorema 2.3.2 de [2]). Si X es un shift de tipo finito de memoria M, entonces
existe un grafo G tal que XM+ = X,

Ejemplo 1.43. Consideremos el shift de Fibonacci definido en[I.9)el cual es un subshift
de tipo finito de memoria 1, por tanto, shift 2-ésimo de palabras superiores Xﬁ] = Xg,
donde el grafo G tiene conjunto de vértices V(G) = {0, 1} y conjunto de artistas como
en la imagen siguiente:

Con matriz de adyacencia
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1.3
Entropia

Como los espacios de shift estdn determinados por el lenguaje que generan, entonces
es interesante analizar el crecimiento del conjunto de palabras de largo n del shift.
Este crecimiento lo podemos interpretar en términos de teoria de informacién para
dar una medida de que tan complejo es el shift. Notemos la siguiente desigualdad.

£4(X)] < |A]
Llog(|£a(X)]) < log(|A))

Definicién 1.44. La entropia topolégica de un subshift X C AZ es el ntimero real no
negativo dado por

haop(X) = 1im ~ log(|£4(X)])

n—,oo n

A priori, el limite en la definicién podria no converger. A continuacién mostrare-
mos que de hecho el limite siempre existe y es debido a que en los espacios de shift la
secuencia (log(|£,(X)|))nenN es subaditiva.

Definicién 1.45. Sea (a,),cN una secuencia de nameros reales, diremos que ()N
es subaditiva, si
Apan < Ay + a,,V m,n € N

El lema de Fekete (ver por ejemplo Lema 4.1.7 de [2]) muestra que dada una secuencia

subaditiva (a)nenN, la secuencia (%) converge y es iguala su infimo inf, ¢y %2, es

nelN
decir,

1 an
lim —a,, = inf —
n—oo 11 nelN n

Dado que (log(|£(X)])),en €s subaditiva, tendremos que la entropia esta bien defi-
nida y es un valor de importancia para los espacios de shift.

Proposicién 1.46 (Proposicion 4.1.9 de [2]). Si Y es un factor de X, entonces /5, (Y) <
htop (X) .

La prueba consiste en mostrar que a través de un morfismo se tiene que |£,(Y)| <
| L, x(X)| para algtin k > 0y con lo anterior podemos hacer manejo algebraico de
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limites para mostrar lo pedido. La primera parte utiliza el teorema de Curtis-Lyndon-
Hedlund [3] que caracteriza los morfismos mediante “cédigos de ventana deslizante

4

Corolario 1.47. Si X = Y, entonces hy,(X) = hiop(Y). En particular, la entropia es
una invariante de conjugacién topoldgica.

La siguiente proposicién nos permite relacionar el nimero de palabras de largo n del
shift de arcos X con la suma de las entradas de la matriz de adyacencia (A"); ;. Con
esto tendremos el inicio de una técnica para encontrar la entropia de subshifts de tipo
finito y sofico.

Proposicién 1.48 (Proposicion 2.2.12 de [2]]). Sea G un grafo con matriz de adyacencia
AG ym > 0.

1. El ntimero de caminos de largo m de un vértice I a un vértice | es (A™)y}, es
decir, la posicién (I,]) de A™.

2. El nimero de ciclos de largo m en G es tr(A™), la traza de A™ y es igual al
namero de puntos en X con periodo m.

Proposicién 1.49 (Proposiciéon 4.2.1 de [2]). Sea A # 0 una matriz no negativa con un
vector propio positivo, entonces el valor propio correspondiente es positivo A > 0y
existen constantes positivas ¢, dy tal que

’
Co)\n < Z (An)[] < do/\n
I]=1

Por lo tanto, si G es un grafo con matriz de adyacencia A, se tiene que hy,(Xg) =
log(A).

Demostracién. Primero consideremos A una matriz no negativa, supongamos que A
no es la matriz nula, entonces si A tiene un vector propio positivo v, se tiene que
(Av); > 0 para todo I, y si A es el vector propio de v, se tiene que Av; > 0, pues v es
un vector positivo, por tanto, A > 0.

Notemos ademads que para todo I

.
Z(An)[ﬂ)] = /\nUI
J=1
Si, consideramos ¢ = min{vy,vy,- - - , v} yd = max{vy, vy, - - - , v, }, se tiene que para
todo I

r

r r
C)\n S Z(An)[]?)] S d Z(An)[] S d Z (An)U
J=1 J=1 I,j=1
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Dividiendo por d, tenemos

Luego considerando ¢y = 3, tenemos
,
coA" < Y (AM)y
Ij=1

La otra desigualdad se puede obtener de notar que

c) (A Z Doy < dA”

c Z An 1]<dIZ)Ln

Obteniendo

! dr
Y (A" < A
J=

d

Al considerar dy = %, concluimos que

C())Ln < Z U < do/\
Ij=1
Para finalizar solo queda notar que [£,(Xg)| = Y1 ;—1(A")1j, entonces al aplicar lo-
garitmo, dividir por n y considerar el limite cuando n — co, concluimos que

hiop(XG) = log(A).

Ejemplo 1.50. La entropia del ejemploes htop(Xc) = log <1+\[>

Ahora entregaremos una definié de matrices irreducibles y esenciales que es andloga
a la definicién de grafos irreducibles y esenciales.

Definicién 1.51. Una matriz no negativa A es irreducible si, para cada par ordenado
de indices (I, ]), existe algun n > 0 tal que A}, > 0. Adoptamos la convencién de
que para cualquier matriz A° = I, y, por lo tanto la matriz de tamarfio 1 x 1, [0] es
irreducible. Una matriz no negativa A es esencial si ninguna de sus filas o columnas
es cero.
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Dado que la potencia cero de cualquier matriz es la matriz identidad, la matriz 1 x 1
[0] es irreducible. Con esta tnica excepcion, una matriz irreducible no puede conte-
ner ninguna fila o columna de ceros (es decir, es esencial). Para el siguiente teorema
consideraremos una matriz A no negativa irreducible. Ademads, un valor propio real
A de A es geométricamente simple si su espacio propio asociado es unidimensional
y es algebraicamente simple si es una raiz simple del polinomio caracteristico de A.
Recordemos que la simplicidad algebraica implica la simplicidad geométrica.

Teorema 1.52 (Teorema 4.2.3 de [2]). Sea A # 0 una matriz irreducible. Entonces, A tie-
ne un vector propio positivo V4 con un valor propio correspondiente Ay > 0 que es tanto
geométrica como algebraicamente simple. Si y es otro valor propio para A, entonces |u| < Ay.
Ademds, otro vector propio positivo para A es un miiltiplo positivo de V4. El valor propio A 4
lo llamaremos valor propio de Perron.

Si X es un shift de tipo finito irreducible, entonces es conjugado a un shift de arcos con
una matriz de adyacencia irreducible A. A continuacién mostraremos que /o, (X) =
log A 4 y daremos también un método para calcular la entropia de los shift irreducibles
de tipo soéfico.

Teorema 1.53 (Teorema 4.3.1 de [2]).
1) Si G es un grafo irreducible, entonces hiop(Xg) = logAa...

2) Si X es un shift de tipo finito irreducible de memoria M y G es el grafo esencial para el
cual XIMH1 = X, entonces hiop(X) = log(Aa,).

Demostracién. Si G es un grafo irreducible, entonces su matriz de adyacencia A es
irreducible. El teorema muestra que A tiene un vector propio positivo con valor
propio positivo A 4. Luego, por la proposicion tenemos (1).

Notemos que X = X [M+1] y la entropia es invariante bajo conjugacién, entonces
htop(X) = hiop(xM*H1)) = hy,,(Xg), ademds como X es irreducible, entonces A(G)
también lo es y aplicando (1), tendremos (2). |

En la seccién 1.2.2 presentamos dos formas de representar un shift de tipo séfico,
ahora entregaremos una representacion dada por grafos, para asi poder calcular la
entropia de los espacios de shift s6ficos. Para esto necesitamos la definicién de grafo
rotulado.

Definicién 1.54. Un grafo rotulado G es una par (G, R ), donde G es un grafo con aristas
€ y un rotulador R : £ — A que asigna a cada arista e de G un rétulo R(e) de un
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alfabeto finito A. El grafo subyacente de G es G.
Un grafo rotulado es irreducible, si grafo subyacente es irreducible.

Recordemos que anteriormente definimos que era un camino en un grafo enton-
ces si G = (G, R) un grafo rotulado, podremos utilizar R para rotular estos caminos,
es decir, si 71 = eje; - - - €, un camino en G, un camino rotulado es de la forma

R(7) =R(e1)R(e2) - - - Ren),

que es un n-palabra sobre A, y al que nos referiremos como una palabra etiquetada.
Para cada camino vacio €; en G, definimos R(e;) = ¢, la palabra vacia sobre A. Si
consideramos ¢ = - - -e_jepe; - - - un camino bi-infinito sobre G, tal que ¢ pertenezca
al shift de arcos X, entonces un rotulado sobre el camino ¢ es de la forma

ROO(E) = R(e_l)R(eo)R(el) - AZ.
El conjunto de todos rotulados de caminos bi-infinitos en G, lo denotaremos por

Xg = {x € AZ : x = Reo(€) paratodo & € X¢}

= {R«($): ¢ € Xc}
— Reo(Xa).

Notemos que Xg es un subconjunto del full A-shift.

Teorema 1.55 ([2]). Un subconjunto X de un full shift es shift de tipo sdfico si y solo si
X = Xg para algiin grafo rotulado G.

Una presentacién de un shift de tipo séfico X es un grafo etiquetado G para el cual
Xg =X.

Dado que los subshift de tipo s6fico pueden tener distintas presentaciones dadas por
grafos rotulados con rotulados distintos, entregaremos una caracterizacién que nos
permite encontrar un grafo rotulado con la menor cantidad de vértices y con impor-
tancia dindmica, a esta caracterizacion la llamaremos presentacion resolvente a la de-
recha minima. Para un grafo G con conjunto de aristas &, el conjunto de aristas que
inician en un vértice I lo denotaremos por &J.

Definicién 1.56. Un grafo rotulado G = (G, R) es resolvente a la derecha si para
cada vértice I € G, las aristas que inician en I tienen rotulados distintos, es decir, G
es resolvente a la derecha, si para todo vértice I, la restricciéon de R en & es uno a
uno. Una presentacion resolvente a la derecha de subshift de tipo séfico es un grafo
rotulado resolvente a la derecha que presenta el subshift.
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En el teorema 3.3.2 de [2] se muestra que todo subshift de tipo séfico tiene una pre-
sentacion resolvente a la derecha.

Proposicién 1.57 (Proposicion 4.1.13 de [2]). Sea G = (G, R) un grafo rotulado resol-
vente a la derecha. Entonces /10, (Xg) = htop(Xc)-

Teorema 1.58. Sea X un shift de tipo sdfico irreducible y G = (G, R) una presentacion re-
solvente a la derecha irreducible de X, entonces hiop(X) = log(Aa,,).

Demostracién. Por la proposicién se tiene hyop (X) = hiop(Xg) = hiop(Xg), ademas,
G es irreducible entonces podemos utilizar (1) de concluyendo que hop(X) =

Ejemplo 1.59. Si consideramos el ejemplo y la matriz de adyacencia Ag, tendre-

mos que la entropia topolégica del even shift definido en(1.24{es 1115, (X) = log <%§) :

Las proposiciones y teoremas anteriores nos permiten calcular la entropia de shift
de tipo finito y séficos irreducibles, pero si el shift no es irreducible de igual forma
podremos calcular su entropia, para esto tendremos que notar que un grafo G con-
tiene subgrafos G; irreducibles, los que llamaremos componentes irreducibles de G
y el estudio de X se reducird a estudiar los shift de arcos de las componentes irre-
ducibles X,. Nuestro objetivo es reorganizar A renumerando sus estados de manera
que asuma una forma triangular por bloques. Las matrices cuadradas A; a lo largo
de la diagonal serdn los componentes irreducibles de A, y el crecimiento de A" estard
controlado por el crecimiento de A7

Definicién 1.60. Sea A una matriz no negativa con componentes irreducibles Ay, - - -, Ay.
El valor propio de Perron A4 de A es

)LA = max /\A,
1<i<k !

Lema 1.61. Para una matriz no negativa arbitraria A, su valor propio de Perron A 4 es
el valor propio més grande de A.

Teorema 1.62 (Teorema 4.4.4 de [2l]). Sea G un grafo con matriz de adyacencia A, entonces
h(Xg) = log(Aa).

Definiciéon 1.63. Un numero real A > 1 es un numero de Perron, si es un entero
algebraico que domina estrictamente a los deméds conjugados algebraicos. Al conjunto
de todos los niimeros de Perron se denota I

Con este teorema tenemos todo lo necesario para poder caracterizar las entropias de
shifts de tipo finito y séficos.
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1.4
Calculabilidad y Complejidad

Durante la primera mitad del siglo XX, matematicos como Kurt Godel, Alan Tu-

ring y Alonzo Church analizaron que ciertos problemas bésicos no pueden resolverse
mediante computadoras. Un ejemplo es el problema de determinar si una afirmacién
matemadtica (suficientemente compleja) es verdadera o falsa. Esta tarea es fundamen-
tal, y aunque a priori podria ser automatizable, ahora sabemos que ningtn algoritmo
lo puede realizar.
Las teorias de calculabilidad y complejidad estdn estrechamente relacionadas. En la
teoria de complejidad, el objetivo es clasificar problemas como faciles o dificiles, mien-
tras que en la teoria de calculabilidad, la clasificacién de problemas se basa de manera
mas gruesa en aquellos que son descriptibles por algoritmos y aquellos que no.

1.4.1.
Autématas finitos deterministas

La teoria de autématas es un buen punto de partida para el estudio de la teoria de
la calculabilidad. Las teorias de calculabilidad y complejidad requieren una definicién
precisa de una computadora. La teoria de autématas permite dar una nocién muy
sencilla de computacion.

Definicién 1.64. Un lenguaje L sobre un alfabelto A es un conjunto
LcA

Queremos estudiar si existe un mecanismo que detecte si w € A* pertenece a L.
Para ésto, pensaremos que la palabra se procesa por un objeto abstracto que variara
respecto a la complejidad del lenguaje, los objetos abstractos de lectura comenzaran
desde un autémata finito determinista hasta llegar a una maquina de Turing.

Definicién 1.65. Un autémata finito determinista (AFD) es una tupla
A=(Q,AJ,q0,F)
Donde
= es un conjunto de estados finito.

= A es un alfabeto finito.
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